
1. ЭЛЕМЕНТЫ ЛИНЕЙНОЙ И ВЕКТОРНОЙ АЛГЕБРЫ 
 

1.1. Матрицы  
Понятие числовой матрицы. Прямоугольная, квадратная, диагональная, 
единичная матрицы, матрица-строка, матрица–столбец, нулевая мат-
рица. Сравнение, транспонирование матриц. Сложение (вычитание) мат-
риц, умножение матрицы на число. Произведение матриц. Элементарные 
преобразования матриц.  

 

Матрица  размерности nm  - это прямоугольная таблица чи-

сел или выражений, состоящая из т - строк и n – столбцов, заключен-

ная в круглые или квадратные скобки.  
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   -- матрица в общем виде; 

Для обозначения матриц используют большие буквы латинского 

алфавита: А, В, С… 

Число или выражение, расположенное на пересечении i-ой стро-

ки и j-го столбца называется элементом матрицы  (aij). Если все 

элементы матрицы - действительные числа, то матрица называется 

числовой . Например  
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Видим, что для матрицы А  элементы 4,1 2212  aa , для мат-

рицы В элементы 1,3 4132  bb . 

Размерность матрицы обозначают nm , где m  - число строк, а 

n - число столбцов матрицы. Например, размерность матрицы А - 

22  (две строки и два столбца), матрицы В - 24  (4 строки и два 

столбца), матрицы C - 33 .  

Строки и столбцы матрицы называют ее рядами . Под двумя па-

раллельными рядами понимаются две строки или два столбца. 

Главную диагональ  образуют элементы mmaaaa ;...;;; 332211 . 
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Две матрицы называются равными , если они одинаковой раз-

мерности и все их соответствующие элементы равны. 

Квадратной  называется матрица, у которой число строк равно 

числу столбцов (m = n). Например, матрицы 
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являются квадратными матрицами соответственно первого, второго и 

третьего порядков. 

Диагональной  называется квадратная матрица, у которой все 

элементы, стоящие не на главной диагонали, равны нулю. 

Единичной  называется  диагональная матрица, у которой каждый 

элемент, стоящий на главной диагонали равен единице. Обозначают 

единичную матрицу буквой Е. Например, матрицы 
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единичные матрицы первого, второго и третьего порядка. 

Нулевой  называется матрица, все элементы которой равны нулю. 

Треугольной  называется квадратная матрица, все элементы ко-

торой, расположенные выше или ниже главной диагонали, равны нулю.  

Трапециевидной  называется прямоугольная матрица, все эле-

менты которой, расположенные выше или ниже главной диагонали, 

равны нулю.  
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Матрицей-строкой  называется матрица, состоящая из одной 

строки. Например  0731  – матрица-строка размерности 41 , 

то есть одна строка и четыре столбца.  

Матрицей-столбцом  называется матрица, состоящая из одного 

столбца.  
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Например 
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 матрица-столбец размерности 16 , то есть шесть 

строк и один столбец. 

Симметрической  называется матрица, элементы которой, 

симметричные относительно главной диагонали равны между собой. 

Для матриц существую операции транспонирования, сложения, 

вычитания, умножение матрицы на число, умножение матриц.  

Транспонирование матриц .  Чтобы транспонировать матри-

цу, надо ее строки записать в виде столбцов. 

Например, если исходная матрица 
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Умножение матрицы на число .  Чтобы умножить матрицу 

на число, нужно каждый элемент матрицы умножить на это число. 
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Сложение (вычитание) матриц .  Чтобы сложить (или вы-

честь) две матрицы, нужно сложить (или вычесть) их соответствую-

щие элементы. Складывать и вычитать можно только матрицы одина-

ковой размерности! 
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Умножение матриц .   

Матрицы называются согласованными , если количество 

столбцов первой матрицы равно количеству строк второй матрицы. 

!!!Умножать можно только согласованные матрицы! 

Пусть, матрица А имеет размерность km , а матрица В имеет 

размерность nk  . Тогда матрицы согласованы и их можно умножать. 

В результате умножения получается матрица BAC  , размерность 

которой будет nm  (количество строк из первой матрицы, количе-

ство столбцов из второй матрицы).  
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Например, матрица A  размерности 43 , матрица В размерно-

сти 24 , то матрица BAC   будет размерности 23 . Для кратко-

сти будем записывать следующим образом: 

232443   СBA  

Элемент матрицы С, находящийся на пересечении i-ой строки и 

j-го столбца равен сумме произведений элементов i-ой строки матри-

цы А на соответствующие элементы j-го столбца матрицы В. 

Пример.  Даны матрицы 
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23B  - размерность 23 . 

Матрицы согласованы. Найдем их произведение 

222332   СBA , то есть в результате должна получиться матрица 

размерности 22 . Итак,  
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Рассмотрим подробнее . Элемент 
11с  находится в первой строке и 

первом столбце матрицы С, значит он равен сумме произведений со-

ответствующих элементов первой строки первой матрицы и первого 

столбца второй матрицы:  
5812124)6(21111 с  

Элемент 
12с  находится в первой строке и втором столбце матрицы С, 

значит он равен сумме произведений соответствующих элементов 

первой строки первой матрицы и второго столбца второй матрицы: 
342810474524112 с  

Элемент 
21с  находится во второй строке и первом столбце матрицы С, 

значит он равен сумме произведений соответствующих элементов 

второй строки первой матрицы и первого столбца второй матрицы: 
2762432)3()6(41321 с  
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Элемент 
22с  находится во второй строке и втором столбце матрицы С, 

значит он равен сумме произведений соответствующих элементов 

второй строки первой матрицы и второго столбца второй матрицы: 
112120127)3(544322 с  

Замечание.  Если матрицу А можно умножить на матрицу В, то 

отсюда не следует, что матрицу В можно умножить на матрицу А, так 

как из согласованности матрицы А с матрицей В не следует согласо-

ванность матрицы В с матрицей А, то есть в общем случае А В ≠·В·А. 

Если А·В=В·А, то матрицы называются перестановочными или ком-

мутативными. 

Пример.  Найти произведение матриц. 
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Первую строку матрицы А умножаем на первый столбец матрицы В:     

18245211 с . 

Первую строку матрицы А умножаем на второй столбец матрицы В:      

28446212 с . 

Вторую строку матрицы А умножаем на первый столбец матрицы В:      

9225121 с . 

Вторую строку матрицы А умножаем на второй столбец матрицы В:       

14426122 с . 

Пример .  Найти произведение матриц. 

232333

23

;

11

33

20

152

234

132

32

22

12

31

21

11





























































с

с

с

с

с

с

матрицуполучаем

ысогласованматрицы

 














































1816

111

1210

11541150

298290

194190

 

Пример.  Выполнить действия и найти матрицу TDBAC   . 

2
320

621

12

03

31

320

121

032





























 


















 DBA  



6 

 

Решение. Подставим данные в выражение 
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1.2. Определители  
Понятие определителя. Вычисление определителей 2го и 3го порядка. 
Свойства определителей. Миноры и алгебраические дополнения. Вычисле-
ние определителей высших порядков. 

 

Определитель   - это числовая характеристика квадратной мат-

рицы. Для обозначения определителя используют прямые скобки и 

символы ∆ или ∆А или det А. 

Обратим внимание на различие обозначений матрицы и опреде-

лителя. Квадратная  матрица первого порядка  А=  11а    имеет опре-

делитель первого порядка 11аA  . 

Квадратная матрица второго порядка  А= 
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имеет  определитель второго порядка 
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Матрица  А= 
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Вычисление определителя второго порядка .  Определи-

тель второго порядка равен произведению элементов главной диаго-

нали минус произведение элементов побочной диагонали. 

22212211
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Пример.  Вычислить определители второго порядка. 
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Вычисление определителя третьего порядка  

Определитель третьего порядка  вычисляется по правилу «треуголь-

ников» (рис. 1) или по правилу «звездочки» (рис. 2) 
 

 
Рис. 1. Правило «треугольников» 

 

 
 

Рис. 2 Правило «звездочки» 
 

Пример.  Вычислить определитель 
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По правилу «треугольников» строим схему 
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512122984

134223121133124122

121

324

132

12122984



   

 



8 

 

Пример р.  Вычислить определитель 
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По правилу «треугольников» строим схему и находим произведения 

указанных в схеме элементов 
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Свойства определителей  

1. Величина определителя не меняется при его транспонировании. 

2. При перестановке двух столбцов (или строк) определитель меняет 

свой знак на противоположный. 

3. Определитель с двумя одинаковыми рядами равен нулю. 

4. Определитель с нулевой строкой (или столбцом) равен нулю. 

5. Общий множитель какой-либо строки (или столбца) можно выносить 

за  знак определителя 

6. Определитель, в котором соответственные элементы двух столбцов 

(или строк) пропорциональны, равен нулю. 

7. Величина определителя не изменится, если к элементам некоторого 

столбца (или строки) прибавить соответствующие элементы другого 

столбца (строки), умноженные на число, не равное нулю.  
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8. Если каждый элемент n-го столбца (или n-ой строки) определителя 

представляет собой сумму двух слагаемых, то определитель может 

быть представлен в виде суммы двух определителей, из которых один в 

n-ом столбце (или соответственно в n-ой строке) имеет первые из упо-

мянутых слагаемых, а другой - вторые; элементы, стоящие на осталь-

ных местах, у всех трех определителей одни и те же. 
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Пример.  Вычислить определитель.  Используем свойство 7 и приведем 

определитель к треугольному виду (то есть сделаем все элементы ниже 

главной диагонали равными нулю). 
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Поменяем местами 1ю и 2ю строки. При 

этом знак определителя изменится на 

противоположный (св-во 2). 
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К элементам 2й строки прибавим соответ-

ствующие элементы 1й строки, умножен-

ные на число 2. 
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Из элементов 3й стро-

ки вычтем элементы 1й 

строки. 
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К элементам 2й стр. 

прибавим элементы 3й 

строки, умноженные 

на число (-6) 
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Переставим 2ю и 3ю 

строки, при этом по-

меняется знак опреде-

лителя. 
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Чтобы дать общее определение определителя, надо ввести поня-

тия минора и алгебраического дополнения. 

Минор Мij  - элемента аij - это определитель, полученный из ис-

ходного определителя вычеркиванием i- ой строки и j-го столбца на 

пересечении которых расположен элемент аij.. 
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Алгебраическое  дополнение  ijA  элемента ija  - это  число, 

вычисляемое по формуле  

ij

ji

ij MA  )1( . 

Значит, если сумма индексов i  и j  четная, то ijA   и ijМ  ничем 

не отличаются. Если же сумма индексов i  и j  нечетная, то ijA   и ijМ   

отличаются только знаком. 

Пример.  Найдем некоторые миноры и алгебраические дополнения 

для матрицы 
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A . 

а) минор М11 элемента а11 получаем вычеркиванием из матрицы А 

первой строки и первого столбца.  

 

Получаем   10642314
12

34
11 


M ; 

б) минор М23 элемента а23 получаем вычеркиванием из матрицы А 

второй строки и третьего столбца. 

 

Получаем  64023
20

43
23 M ; 

в) алгебраическое дополнение А11 вычислим по формуле:  

10)10(1
12

34
)1()1( 2

11
11

11 

  MА ; 

г) алгебраическое дополнение А23 вычислим по формуле:  

661
20

43
)1()1( 5

23
32

23   MА  

Вычисление определителей высших порядков .  Определи-

тель (любого порядка) равен сумме произведений элементов некото-

рой строки (или столбца) на их алгебраические дополнения.  

Рассмотрим на примере определителя третьего порядка. 
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То есть всего таких разложений можно записать шесть: по эле-

ментам первой, второй, третьей строки или по элементам первого, 

второго или третьего столбца. 

Пример.  Вычислить определитель разными способами: по правилу 

«треугольников», разложением по первой строке, затем по третьему 

столбцу, затем по второй строке. 

а) по правилу «треугольников» 2083312

241

130

132





 

б) Разложим определитель по первой строке: 
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в) Разложим определитель по третьему столбцу: 





332313 211

241

130

132

AAA  

  2062113
30

32
2

41

32

41

30






  

г) Разложим определитель по второй строке: 
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AAA . 

Заметим, что чем больше нулей в строке, по которой раскладыва-

ем, тем проще вычисления.  

Например,  раскладывая следующий определитель по первому 

столбцу, получим 
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AАА . 

Среди свойств определителей есть свойство 7, позволяющее по-

лучать (накапливать) нули в строке или столбце. Используем это 

свойство в следующих примерах. 

Пример.  Вычислить определитель, накапливая нули 

а) 











































строкейповаем

раскладынулядва

сталострокейво

столбцумукприбавим

инастолбцаго

элементыумножим

2

,

2

624

010

712

3

52

424

510

212

 

162812
64

72
)1(0010 22

232221 



 АAА . 

б) Возьмем этот же определитель и получим нули, например, в первой 

строке. 


























420

512

210

2

424

510

212

столбцупервомук

прибавиминаумножим

столбцавторогоЭлементы

 

Один ноль в первой строке уже есть. Элементы второго столбца умножим на 

2 и прибавим к третьему столбцу. Получим: 

16)016(
80

72
)1(1

820

712

010
21

12 










 A

строкепервой

поемраскладыва
 

Определители более высоких порядков вычисляются таким же 

образом. 

Пример.  Вычислить определитель четвертого порядка: а) разложив 

по любой строке или любому столбцу; б) накопив предварительно ну-

ли. 

а) 





























3431 62
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AA

строке

третьейпоРазложим

нулядвасодержит

ужестрокатретья
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б) Получим дополнительный ноль, например, во втором столбце. Для 

этого из элементов четвертой строки вычтем элементы второй строки: 
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1301
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1301
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1301

 

Разложим по второму столбцу  














ковтреугольниправилу

повычислим

533

602

131

1 0)3018654(  . 

1.3. Системы линейных алгебраических уравнений 
(СЛАУ)  
Понятия о системе уравнений и ее решении. Совместная, несовместная, 
определенная, неопределенная СЛАУ. Метод Крамера. Метод Гаусса. 

 

Системой  из т линейных  алгебраических  уравнений 

(СЛАУ) с п неизвестными  называется выражение вида: 



















mnmnmm

nn

nn

bxaхаха

bxaхаха

bxaхаха

...

.........................................
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2211

22222121

11212111

 

 

где   аij  -   коэффициенты при неизвестных;   xj  -  неизвестные; 

        bi  - свободные члены уравнений (свободные от неизвестных). 
 

    





















mnmm

n

n

ааа

ааа

ааа

А

...

............

...

...

11

22221

11211

 

- матрица коэффициентов при неизвест-

ных. Или основная матрица системы 

уравнений.  

Размерность матрицы nm , то есть 

m - строк и n - столбцов. 

    





















mb

b

b

B
...

2

1

 

- матрица свободных членов уравнений.  

Размерность матрицы 1m , то есть 

m - строк и 1 столбец. 
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nx

x

x

X
...

2

1

 

- матрица неизвестных.  

Размерность матрицы 1n , то есть n - 

строк и 1 столбец. 
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b

b

b

ааа
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~ 2

1

11

22221

11211

 

- расширенная матрица системы уравне-

ний. К основной матрице системы урав-

нений присоединена матрица В. 

 

Система линейных алгебраических уравнений может быть записа-

на в матричной форме:       

АХ = В. 

Решением  системы линейных уравнений называется упорядо-

ченная совокупность чисел (x1, x2,…, xn), которые, будучи подставлен-

ными вместо неизвестных во все уравнения системы, обращают эти 

уравнения в верные равенства. 

Система уравнений называется совместной , если она имеет хотя 

бы одно решение; и несовместной , если  не имеет решений. 

Совместная система уравнений называется определенной , если 

имеет единственное решение; и неопределенной , если система име-

ет множество решений. 

Система  уравнений может иметь единственное решение X  или  

множество решений. В последнем случае различают общее решение    

ХО.Р. (неизвестные зависят от одной или нескольких произвольных по-

стоянных) и частное решение  ХЧ.Р. (произвольным постоянным 

придаются некоторые значения, неизвестные пересчитываются и по-

лучают определенные значения). Частных решений бесконечное мно-

жество. Решение системы может быть записано перечислением неиз-

вестных или в виде матрицы (столбца или строки). 
 

Метод  Крамера.   

Суть метода Крамера заключается в применении формул Крамера:   

A
x

j

j



 , 

где jx
 
 - неизвестные системы уравнений, то есть х1, х2, х3, и т.д.; 

      j  - вспомогательные определители, то есть 1 , 2 , 3 , и т.д.; 

     A  - определитель матрицы коэффициентов или основной опреде-

литель системы уравнений. 
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Замечание:  если A =0, то нельзя применять формулы Крамера. 

Если A  не существует, то есть матрица А не квадратная, также нель-

зя применять формулы Крамера. 

Рассмотрим на примере решение системы линейных алгебраиче-

ских уравнений  методом Крамера. 
 

Пример.   Решить систему уравнений  и выполнить проверку. 















238

142

12

321

321

31

ххх

ххх

хх

 

Запишем систему уравнений в матричной форме, то есть составим  

А - матрицу коэффициентов при неизвестных,  

Х - матрицу неизвестных,  

В - матрицу свободных членов уравнений. 

























381

142

102

А  ,      



















3

2

1

x

x

x

X ,        





















2

1

1

В  

Система уравнений содержит три неизвестных, значит, для примене-

ния формул Крамера нужно вычислить определитель основной мат-

рицы A  и три вспомогательных определителя 1 , 2 , 3 . 
 

020

381

142

102









А  

- определитель основной матрицы системы 

уравнений. Первый столбец составлен из 

коэффициентов при первой неизвестной. 

Второй столбец – из коэффициентов при 

второй неизвестной. Третий столбец – из 

коэффициентов при третьей неизвестной. 

20

382

141

101

1 







  

- чтобы составить вспомогательный опре-

делитель 1  нужно вместо первого столб-

ца записать столбец из матрицы В. Осталь-

ные столбцы записать из матрицы А. 
 

0

321

112

112

2 







  

- чтобы составить вспомогательный опре-

делитель 2  нужно вместо второго столб-

ца записать столбец из матрицы В. Осталь-

ные столбцы записать из матрицы А. 
 

20

281

142

102

3 



  

- чтобы составить вспомогательный опре-

делитель 3  нужно вместо третьего столб-

ца записать столбец из матрицы В. Осталь-
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ные столбцы записать из матрицы А. 
 

По формулам Крамера найдем неизвестные 

1
20

20
;0

20

0
;1

20

20 3
3

2
2

1
1 



























 ххх  

 

1,0,1: 321  хххОтвет .  

Сделаем проверку,  для этого найденное решение подставим во все 

уравнения исходной системы: 
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31
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11

11
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110412

1112

 

Проверка показала, что найденное решение верное. 

Пример.   Решить систему уравнений. 















324
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242

zyx

zyx

zyx

 

Запишем систему уравнений в матричной форме 
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142

А  ,      



















z

у
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3

1

2

В  

Система уравнений содержит три неизвестных, значит, для примене-

ния формул Крамера нужно вычислить определитель основной мат-

рицы A  и три вспомогательных определителя zyx  ,, . 

02084122326

124

231

142









А  

Вспомогательные определители x , y , 
z  составим аналогично 

предыдущему примеру.  

158492246

123

231

142









 x
 

512241632

134

211

122







 y
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104122441618

324

131

242

 z
 

Решение системы находим по формулам Крамера:  

А
x x




  ,         

А
y

y




  ,        

А
z z




  

4

3

20

15
x    ,     

4

1

20

5
y   ,     

2

1

20

10
z  

Ответ    
4

3
x  ,  

4

1
y   ,  

2

1
z  

Проверка показала, что найденное решение верное. 

 

 

Метод Гаусса.  

Метод Крамера применим только для квадратных систем уравне-

ний (число уравнений равно числу неизвестных), причем определи-

тель основной матрицы должен быть не равен нулю. Если число урав-

нений не равно числу неизвестных, или определитель системы равен 

нулю, применяется метод Гаусса. Метод Гаусса – это наиболее эффек-

тивный, универсальный метод решения систем линейных алгебраиче-

ских уравнений любых размерностей.  

Алгоритм метода Гаусса.  

1. Составить расширенную матрицу A
~

 системы уравнений.  

2. С помощью элементарных преобразований строк привести рас-

ширенную матрицу к треугольной или трапециевидной форме, то есть 

ниже главной диагонали сделать все элементы нулевыми. 

3. Определить ранг расширенной матрицы )
~

(Ar  и ранг основной 

матрицы )(Ar . Ранг матрицы  равен количеству ненулевых строк в 

матрице, приведенной к треугольной форме. Проанализировать полу-

ченную треугольную матрицу. 

 Если )()
~

( ArAr  , то система линейных уравнений совместная  

 Если )()
~

( ArAr  , то система линейных уравнений несовместная. 

 Если nAr )(  (количеству неизвестных), то совместная система 

линейных уравнений определенная. 

 Если nAr )(  (количеству неизвестных), то совместная система 

линейных уравнений неопределенная. 
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4. В случае, если система линейных уравнений совместная и опре-

деленная, то из треугольной матрицы восстановить систему уравне-

ний и найти неизвестные, начиная с последнего уравнения. 

5. В случае, если система линейных уравнений совместная и не-

определенная, то из треугольной матрицы составить базисный минор, 

определить базисные неизвестные и свободные неизвестные и только 

после этого восстановить систему уравнений (ступенчатую) и найти 

базисные неизвестные, начиная с последнего уравнения. Записать об-

щее решение системы уравнений. 

Базисный минор  – это определитель, не равный нулю, полу-

ченный из треугольной матрицы. Его порядок равен рангу матрицы.  

Элементарные преобразования  строк матрицы.   

1) перестановка строк;  

2) вычеркивание нулевой строки (все элементы строки нулевые);  

3) прибавление к элементам строки соответствующих элементов 

другой строки, умноженных на любое число, кроме нуля. 

Замечание.  При решении удобно, чтобы коэффициенты, стоя-

щие на главной диагонали были равны 1. Этого можно достигнуть пе-

рестановкой уравнений. 

Пример.  Решить систему уравнений методом Гаусса (по алгоритму).  















724
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243

zyx

zyx

zyx

 

1) Составляем расширенную матрицу системы: 


























7124

2512

2431
~
A  

2) Приведем расширенную матрицу к трапециевидной форме. Сначала 

получим нули в первом столбце. Для этого ко 2й строке прибавим 

элементы 1й строки, умноженные на число (-2). Затем к 3й строке 

прибавим элементы 1й строки, умноженные на число (-4) 
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К 3й строке прибавим элементы 2й строки, умноженные на число (-2) 



19 

 


























)2(61)2(1317)2(71400
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Получили матрицу, приведенную к трапециевидной форме. 

3) В это матрице три ненулевых строки. Значит ранг этой матрицы 

равен 3. Основная матрица также имеет три ненулевых строки. Значит 

ранг основной матрицы также равен 3. видим, что 3)()
~

(  ArAr , сле-

довательно система уравнений совместная. Ранги матриц равны коли-

честву неизвестных системы уравнений nAr )( , следовательно СЛУ 

определенная. 

4) Система уравнений совместная и определенная. Из треугольной 

матрицы восстановим ступенчатую систему уравнений 















119

6137

243

z

zy

zyx

 

и найдем неизвестные, начиная с последнего уравнения 

Из последнего уравнения находим  
9

11
z .  

Подставим найденное z во второе уравнение: 

63

89

9

89
76

9

143
76

9

11
137 







 
 yyyу .  

Найденные y  и z  подставим в первое уравнение: 
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89
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 xxx      

Запишем ответ: 
9

11
;

63

89
;

63

85
 zyx . 

Выполним проверку. Для этого подставим найденные значения неиз-

вестных в исходную систему уравнений. 




















































































7
63

711

63

892

63

854

9

11

63

89
2

63

85
4

2
63

7115

63

89

63

852

9

11
5

63

89

63

85
2

2
63

7114

63

893

63

85

9

11
4

63

89
3

63

85

 

Проверка показала, что найденное решение верное. 
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Пример.  Решить систему уравнений методом Гаусса. . 
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1) Составим расширенную матрицу системы уравнений. 
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По полученной матрице восстанавливаем систему и находим неиз-

вестные, начиная с последнего уравнения: 
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Ответ:   .5,5,1,12  uzyx  

Проверка.  
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Проверка показала, что найденное решение верное. 
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1.4. Векторы  
Скалярные и векторные величины.  Вектор, модуль вектора, единичный 
вектор, коллинеарные, компланарные векторы. Ортонормированный ба-
зис пространства. Разложение вектора в базисе. Проекция вектора на ось, 
координаты, направляющие косинусы вектора. Умножение вектора на 
число. Сложение и вычитание векторов. Скалярное, векторное, смешанное 
произведение векторов. Деление отрезка в заданном отношении. 

 

Величины, которые полностью определяются своим числовым 

значением, называются скалярными.  Например, площадь, длина, 

объем, масса, работа, температура, мощность, расстояние. Другие  ве-

личины, такие как сила, скорость, ускорение, перемещение, вес, кроме 

своего числового значения определяются еще и направлением. Такие 

величины называются векторными . Чтобы изучать различные век-

торные величины с единой точки зрения в математике вводится поня-

тие вектора. 

Вектор  – это направленный отрезок.  

Обозначения вектора: а


,  АВ . 

Модуль (или длина) вектора  – это расстояние от начальной 

до конечной точки вектора. 

Единичный вектор (или орт -вектор)  некоторой оси – это 

вектор, длина которого равна единице и направление совпадает с 

направлением оси. 

Два вектора называются коллинеарными , если они лежат на 

одной или параллельных прямых. 

Три вектора называются компланарными , если они лежат в 

одной или в параллельных плоскостях. 

Рассмотрим декартову прямоугольную систему координат 

(ДПСК) в пространстве (рис. 3).  

Единичный вектор координатной оси 

OX обозначим i


. Единичный вектор коорди-

натной оси OY обозначим j


. Единичный 

вектор координатной оси OZ обозначим k


. 

Координатные оси взаимоперпендикулярны, 

OZOYOX  . Таким образом, 1 kji


               Рис. 3 

 и   kji


 . Говорят, что векторы kji


,,  образуют ортонормиро-

ванный базис в пространстве. 
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Любой вектор a


 можно выразить через векторы kji


,,  в про-

странстве, то есть представить вектор в виде  

kjia

   

Это представление называется разложением вектора a


 по базису 

kji


,, . Числа ),,(   называются координатами вектора a


 в ба-

зисе kji


,, . На рисунке 4 приведены примеры. 

              

   jia


34                       jib


52               jiс


55   

Рис. 4 

Проекция вектора на ось  – это длина отрезка, заключенного 

между проекциями на эту ось начальной и конечной точек вектора.  

Координаты вектора на плоскости  – это пара чисел – 

проекций этого вектора на координатные оси.  

Координаты вектора в пространстве  – это тройка чисел 

проекций вектора на координатные оси. 

Обозначение:  aaa zyxa 


;;  - вектор a


 с координатами. 

Чтобы найти координаты вектора, нужно из координат конечной 

точки вычесть координаты начальной точки. 

 AzBzАуВуAxBxAB  ;;
 

Модуль (или длина) вектора  равен корню квадратному из 

суммы квадратов его координат    

222|| zyxa 


 

Направляющие косинусы вектора– это косинусы углов, 

которые вектор составляет с координатными осями.  

||
cos

a

a
x



 , 
||

cos
a

a
y



 ,
||

cos
a

a
z
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Связь направляющих косинусов 

одного вектора 1coscoscos 222    

Координаты орт-вектора   cos;cos;cos0 a
  

Умножение вектора на число  zyxа   ;;
  

Сложение (вычитание) векторов  babаba zzууxxba  ;;
  

Графическое сложение векторов проводится по правилу 

треугольника или по правилу параллелограмма. (Рис. 5,  а) ,  б)  

Графическое вычитание векторов проводится по правилу 

треугольника. (Рис. 5, в) 

                   
                      а)                        б)                                            в) 

Рис.5 

Пример.  Найти расстояние между точкой )5,3,2( A  и точкой 

)2,4,4( B . Найдем координаты вектора AB :    

)52,34,24( AB ,   значит,   kiiAB


32   

Находим длину этого вектора: 

  14914)3()1(2 222 AB .         Ответ: 14  

Скалярным произведением векторов a


 и b


 называется 

число, равное произведению модулей этих векторов на косинус угла 

между ними                   cos baba


 

Если векторы заданы в координатах  111 ;; zyxa 


 и 

 222 ;; zyxb 


, то их скалярное произведение находят по формуле  

212121 zzyyxxba 


 

Скалярное произведение позволяет находить:  

1) угол между векторами по формуле  
ba

ba







cos  

2) проекцию вектора  a


 на вектор b


 по формуле   
a

ba
apr

b 
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3) Проверять, будут ли векторы перпендикулярны, так как скалярное 

произведение перпендикулярных векторов равно нулю: 

0 baba


 
4) Находить работу, производимую некоторой силой, так как физи-

ческий смысл скалярного произведения векторов: «Работа силы F


 

по перемещению материальной точки вдоль контура S


  равна скаляр-

ному произведению вектора силы на вектор перемещения». SFA


  

Пример.  Проверить, будут ли перпендикулярны векторы   

kjia


543      и     kjib


 3 . 

Решение. Координаты вектора  5;4;3 a


 и координаты вектора 

 1;1;3 b


. Для проверки перпендикулярности надо найти скаляр-

ное произведение этих векторов.  

0549)1()5(14)3(3 ba


.     Значит, ba


  

Пример.  В треугольнике АВС найти периметр, косинус угла при 

вершине В и проекцию вектора AC  на вектор AB .  Треугольник задан 

вершинами  )3,6,1(),1,4,3(),3,5,2(  CBA . 

Решение. 1) Найдем координаты векторов BA ,  BC  и  AC .  

Из координат точки А вычитаем координаты точки В. Получаем коор-

динаты вектора )4,9,1( BA . Из координат точки С вычитаем коор-

динаты точки В. Получаем координаты вектора )2,10,4(BC . Из коор-

динат точки С вычитаем координаты точки А. Получаем координаты 

вектора )6,1,3(AC .  

Находим модули векторов:   9816811 BA ,  

 120410016 BC ,        463619 AC . 

Значит, периметр треугольника равен  4612098 P . 

2) Найдем угол при вершине В: 

 
12098

86

41001616811

8904

||||
cos














BCBA

BCBA
B  

3) Найдем проекцию:  

98

12

98

2493

16811

)6,1,3()4,9,1(

||













AB

ACAB
ACprAB  



26 

 

Пример.  Даны две точки с координатами )1;3;2(A , )5;0;3(C  и век-

тор силы kjiF


432  . Найти работу силы по перемещению мате-

риальной точки вдоль контура AС . 

Решение. Координаты вектора  4;3;2 F


.  

Координаты вектора  15;30;23 AС  4;3;5  AС . 

Работа силы равна скалярному произведению вектора силы на вектор 

перемещения  35169104)4()3(3)5(2  ACF


 Ответ. -35 
 

Три некомпланарных вектора называются упорядоченными,  

если известно, какой из них первый, какой второй, какой третий.  

Тройка векторов называется правой , если кратчайший поворот 

от первого вектора ко второму, наблюдаемый со стороны третьего 

вектора, совершается против часовой стрелки. Левая  тройка векторов 

– поворот совершается по ходу часовой стрелки. (Рис. 6) 

  
Рис. 6 

Векторным произведением векторов  ba


  называется та-

кой третий  вектор c


, для которого выполняются три условия: 

1) bcac


 ,  - этот вектор перпендикулярен векторам a


 и b


; 

2) sin bac


  - модуль этого вектора равен произведению 

модуля вектора a


 на модуль вектора b


 и на синус угла между ними; 

3) векторы cba


,,   образуют правую тройку. 

Замечание.  Необходимо понимать различия скалярного и век-

торного произведения. Векторное произведение обозначается 

крестиком ba


 . Скалярное произведение обозначается точкой ba

 . 

В результате векторного произведения получается третий вектор c


. В 

результате скалярного произведения получается число. Формулы для 

вычисления скалярного и векторного произведений различные. 
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С помощью векторного произведения можно находить:  

1) Вектор, перпендикулярный плоскости, которая проходит парал-

лельно двум данным векторам a


 и b


 

(рисунок). Или вектор, перпендикуляр-

ный двум другим векторам. 

2) Площадь параллелограмма и 

треугольника, построенного на векто-

рах  a


 и b


 как на сторонах:    

baS раммапараллелог




  

baS катреугольни




2

1
 

Формула для вычисления координат векторного произведения 

321

321

bbb

aaa

kji

ba




  

Пример.  Найти координаты векторного произведения векторов  

kjia


342    и kjib


243    
 

kjikji

kji

ba





20134

43

42

23

32

24

34

243

342 













  

Определитель вычислен методом разложения по элементам первой 

строки. Проверим вычисления. Так как aba


 )(   и  bba


 )( , то надо 

убедиться, что скалярные произведения равны нулю:  

      060528)3,4,2()20,13,4()(  aba


 

      0405212)2,4,3()20,13,4()(  bba


. 

Пример.  Найти площадь треугольника с вершинами 
)4,2,0(),1,6,3(),1,3,2( CBA   

Найдем координаты векторов: )3,4,3(),0,3,5(  BCBA .  

Затем находим их векторное произведение:  

kjikji

kji

BCBA




11159
43

35

33

05

34

03

343

035 












  

Проверим вычисления:   00)15(3)9(5  ВАВСВА
 

ска-

a


 

b


 

baс
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лярное произведение равно нулю, значит векторы перпендикулярны.  

Аналогично,    0336027)11(3)15(4)9(3  BCВСВА  

Находим площадь треугольника:  

2

427
12122581

2

1

2

1
 BCBAS . 

Пример.  Найти вектор N


, перпендикулярный вектору )1,3,2(c


 и 

вектору )5,2,3(d


. 

kjikji

kji

dcN





5713

23

32

53

12

52

13

523

132   

Пример.  Найти площадь треугольника с вершинами 

)5,2,0(),2,4,3(),3,4,2( CBA  . 

Находим координаты векторов, на которых построен этот треуголь-

ник:  )1,8,5()32,44,23(  ABAB  

)2,2,2()35,42,20(  ACAC  

Затем находим координаты векторного произведения этих векторов: 

kji

kji

kji

ACAB







61218

22

85

22

15

22

18

222

185






















 

2

504
36144324

2

1

2

1
 ACABS .           Ответ:

2

504
S  

 

Смешанным произведением векторов  cba


,,  называется 

их векторно-скалярное произведение 

 

)()( cbacbacba



 

 

Смешанное произведение векторов вычисляется по формуле  

321

321

321

ccc

bbb

aaa

cba 
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С помощью смешанного произведения можно находить : 

1) Объем параллелепипеда, построенного на векторах cba


,, :  

cbaV


  

2) Объем треугольной пирамиды, построенной на векторах  cba


,, : 

cbaV



6

1
 

3) Определять ориентированнойсть тройки векторов: 

если   0cba


тройка левая;       0cba


тройка правая;      

           0cba


тройка компланарная 

Пример Найти объем треугольной пирамиды  с вершинами 

 ).2,1,2(),0,1,2(),1,2,0(),1,3,2( DCBA    

Решение. Найдем координаты трех векторов, выходящих из общей 

вершины тетраэдра:     0,1,211;32;20 AB ,  

   1,2,410;31;22 AC ,     1,2,0 AD  

Находим смешанное произведение векторов  

3

2

6

4
4444

120

124

012









 VADACAB .  Ответ 
3

2
V  

Пример.  Найти объем тетраэдра ABCD с вершинами 

)3,1,2(),5,4,3(),2,0,2(),2,3,2( DCBA   и найти длину его высо-

ты, проведенной из вершины D.  

Решение. Находим объем пирамиды как в предыдущем примере: 

6

25
252434

120

311

034







 VADACAB  

С другой стороны, объем пирамиды можно найти по формуле 

HSV осн 
3

1
. Выразим отсюда искомую высоту тетраэдра:   

оснS

V
H




3
. Объем уже известен, а площадь треугольника  ABC найдем с 

помощью векторного произведения векторов )3,1,1(),0,3,4(  ACAB . 
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2

226

114481
2

1
129

311

034



 Skji

kji

ACAB




 

2266

2253




 H                                                     Ответ 

226

25
H  

 

Деление отрезка в заданном отношении .  

Пусть дан отрезок АВ. Точка М делит отрезок в отношении 
MB

AM
 

(считая от точки А). Тогда координаты точки М находят по формулам: 










1

ВА
М

хx
x

        








1

ВА
М

yy
y

        








1

ВА
М

zz
z  

 

Пример.  Дан отрезок АВ. )3,1,4(),8,3,2( BA
  

Найти координаты точки М, которая отсекает четвертую часть отрезка 

АВ, считая от точки А.  

Решение. Найдем число  . Весь отрезок АВ составляет 4 части, то 

есть х+3х=4х. тогда АМ составляет одну четвертую часть от всего от-

резка АВ, то есть АМ=х.  

МВ составляет три четвертых части отрезка АВ, то есть МВ=3х.  


3

1

3х

х

MB

AM

 

2

5

3
11

4
3

12





Мx ,       

2

5

3
11

1
3

13





Мy ,          

4

21

3
11

)3(
3

18





Мz

                                        

Ответ. 








4

21
,

2

5
,

2

5
М . 
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2. МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 
 

2.1. Функция   
Понятие о функции, область определения, график. Возрастающая,  убыва-
ющая, монотонная функция. Точки максимума, минимума. Четная, нечет-
ная, сложная функция. Основные элементарные функции и их графики. 
 

Функцией  )(xfy   называется соответствие каждому значе-

нию независимой переменной х единственного значения зависимой 

переменной у. Независимую переменную еще называют аргумен-

том функции.  

Область определения функции  – это множество всех значе-

ний аргумента, для которых функция имеет смысл. 

Например, функция 42  xy  имеет смысл при любых значени-

ях аргумента (переменной х). Областью определения этой функции 

является промежуток   ; .  

Функция 
x

y
1

  имеет смысл при всех значениях аргумента кро-

ме 0 (на ноль делить нельзя!). Поэтому область определения этой 

функции     ;00;x .  

Функция xy   имеет смысл только для неотрицательных зна-

чений аргумента. Область определения этой функции   ;0x . 

Графиком функции  )(xfy   называется линия на плоскости 

xOy , проходящая через точки с координатами  )(; xfx . 

Функция называется возрастающей,  если большему значению 

аргумента соответствует большее значение функции. 

Функция называется убывающей,  если большему значению ар-

гумента соответствует меньшее значение функции. 

Функция называется монотонной на интервале   ba; , если 

она на этом интервале либо только убывает, либо только возрастает. А 

само возрастание или убывание называется характером монотонности. 

Точка 0x  называется точкой максимума  функции, если для 

всех значений аргумента, близких к 0x , значения функции будут 

меньше, чем в самой точке 0x . Точка 0x  называется точкой мини-

мума  функции, если для всех значений аргумента, близких к 0x , зна-

чения функции будут больше, чем в самой точке 0x . 
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Максимумом функции  называется значение функции в точке 

максимума. Минимумом функции  называется значение функции в 

точке минимума. 

Функция )(xfy   называется четной , если для всех значений 

аргумента из области определения выполняется условие  

)()( xfxf   

Функция )(xfy   называется нечетной , если для всех значе-

ний аргумента из области определения выполняется условие  

)()( xfxf   

График четной функции симметричен относительно оси Oy . Не-

четной функции симметричен относительно начала координат. 

Пусть определены  функции )(ufy   и )(xu  . 

Функция  вида ))(( хfy   называется сложной функцией  от ар-

гумента х  (или суперпозицией заданных функций, или функцией от 

функции). Переменную )(xu   называют промежуточным аргумен-

том сложной функции. 

Например, функция )cos(lnxy   сложная, представляет собой 

суперпозицию функций )cos(uy    и  )ln(xu  .  

Сложная функция может иметь несколько промежуточных аргу-

ментов. Например )cos(lnarcsin xy  . 

 

Основные элементарные функции и их графики.  

К основным элементарным функциям относятся степенные, по-

казательные, логарифмические, тригонометрические, обратные триго-

нометрические функции. 

Показательная функция  
xay  , где 1;0  aa . Графики 

показательных функций с различными основаниями на рис. 7.  

 
Рис. 7  
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Степенная функция  
xy  , где   - любое число. Графики 

степенных функций с различными показателями степени на рис. 8.  

 
Рис. 8 

 

Логарифмическая функция  xy alog , где 1;0  aa . Гра-

фики логарифмических функций с различными основаниями на рис. 9. 

 
Рис. 9 



34 

 

Тригонометрические функции  xy sin , xy cos , tgxy  , 

ctgxy  . Графики показаны на рисунке 10. 

 

 
Рис. 10 

 

Обратные тригонометрические функции  xy arcsin ,   

xy arccos , arctgxy  , arcctgxy  . Графики показаны на рисунке 

11. 
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Рис. 11 

2.2. Предел функции  
Определение. Ббф и бмф. Безусловные операции  над ббф, бмф и ограни-
ченными величинами. Связь между ббф, бмф и ограниченными величинами. 
Неопределенности. Основные теоремы о пределах. Вычисление предела. 
Правила раскрытия неопределенностей. 
 

Число А называется пределом функции  у=f(x) в точке х0, если 

для любого, сколь угодно малого положительного числа ε найдется 

такое число δ(ε)>0, что из условия  0<| x  - х0 |<δ(ε)  (Рис. 12) 

следует 0<| f(x) – А | <ε. 

Другими слова-

ми , если при неограни-

ченном приближении 

аргумента x  к некото-

рой точке 0x  соответ-

ствующие значения 

функции неограниченно 

близко приближаются к 

числу А, то говорят, что 

функция  )(xfy   име-

ет предел и обозначают  

этот факт  следующим образом:                                 Рис. 12 

 Axf
xx




)(lim
0

 

Функция у=f(x) называется ограниченной  на интервале (x1, x2), 

если существует число К такое, что для любых значений аргумента из 

этого интервала выполняется условие |f(x)|< | К| . 

На рисунке 13 функция у=f(x) ограничена на интервале (x1, x2). 

Функция у=f(x) называется бесконечно малой  в окрестности 

точки x0, если для любого, сколь угодно малого положительного числа 

ε существует такое число δ(ε)>0, что для любых значений аргумента 

из δ-окрестности этой точки выполняется условие |f(x)|< ε. 

Другими словами , функция )(xfy   называется бесконечно 

малой (б.м.), если ее предел в точке равен нулю:    0)(lim
0




xf
xx

. 

На рис.13 в точках х1, х2  х4 функция у=f(x) - бесконечно малая. 

Функция у = f(x) называется бесконечно большой  в точке x0, ес-
ли для любого, сколь угодно большого по абсолютной величине числа 
М найдется такое б(М), что из условия 0 < | х - а | < б  



36 

 

следует условие      | f(x) | > | М |. 

Другими словами , функция )(xfy   называется бесконечно 

большой (б.б.) в точке x0, если предел этой функции в данной точке 

равен бесконечности:    


)(lim
0

xf
xx

. 

Геометрический образ бесконечно большой представлен на рисунке 

13. Здесь в точке х3 функция слева является отрицательной бесконечно 

большой, а справа – положительной бесконечно большой. 

Договоримся обо-

значать любую ограни-

ченную функцию сим-

волом С. Любую беско-

нечно малую функцию 

символом (о), любую 

бесконечно большую 

функцию символом 

)( . 

ОСТОРОЖНО!!! С 

символами нельзя об-

ращаться как с обыкно-

венными числами.                                                                Рис. 13 
 

Безусловные операции   над бесконечно малыми и огр а-
ниченными величинами:  

(о) + (о)=(о);       (о)·(о) = (о);       С·(о) = (о); 
 

 (о)+С=С;      (o)
C

(o)
 . 

Говорят, бесконечно малая плюс бесконечно малая есть беско-
нечно малая; бесконечно малая умножить на бесконечно малую равно 
бесконечно малая; ограниченную умножить на бесконечно малую 
равно бесконечно малая; и т.д. 

 

Безусловные операции  над бесконечно большими и 

ограниченными величинами:  

.,,, 
 nCC
C  

,, 
 Говорят, бесконечно большая разделить на ограниченную равно 

бесконечно большая; бесконечно большая плюс бесконечно большая 
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равно бесконечно большая; и т.д. 
Связь между бесконечно большими, бесконечно мал ы-

ми и ограниченными величинами:  

).(
)(

,
)(

,
)(

),( o
o

oo

C
o

C









 

 

.0если),(,0если,

10если),(,1если,



 

СoC

CoCСC

CC
 

Но кроме рассмотренных соотношений могут появиться такие, для 

которых результат неочевиден. Они называются неопределенными выра-

жениями или неопределенностями.  

Различают семь видов неопределенностей: 

0,0,1,0,
0

0
,, 



 
. 

Основные теоремы о пределах  

1. CC
ax




lim  - предел постоянной равен самой этой постоянной. 

2. )(lim)(lim))()((lim xgxfxgxf
axaxax 

  - предел суммы (разно-

сти) функций равен сумме (разности) пределов этих функций. 

3. )(lim)(lim))()((lim xgxfxgxf
axaxax 

  - предел произведения 

функций равен произведению пределов этих функций. 

4. )(lim)(lim xfkxfk
axax 

  - постоянный множитель можно выне-

сти за знак предела. 

5. 
)(lim

)(lim

)(

)(
lim

xg

xf

xg

xf

ax

ax

ax






  - предел отношения (частного) двух функ-

ций равен отношению (частному) пределов этих функций. 

А если функции f(x) и g(x) непрерывны, то для них верны следую-

щие свойства (знак функции можно вынести за знак предела и в первую 

очередь выполнить действие в скобках): 

6. )lim()(lim xfxf
axax 

 .              Например, )limsin()(sinlim xx
axax 

 . 

7. ))(lim())((lim xgfxgf
axax 

 .   Например )limsin()(sinlim x

ax

x

ax
ee


 . 

8.  k
ax

k

ax
xfxf )(lim))((lim


       Например  1414 sinlim)(sinlim xx

axax 
  

9.  
)(lim

)(lim
xf

xf

ax

axkk 


.              Например 
x

x

ax

ax
sinlim

sin 88lim 


 



38 

 

 

Последовательность действий  для вычисления предела  

Пусть требуется найти предел функции. Для этого нужно: 

1. Подставить предельное значение аргумента а под знак 

предела (вместо х подставить а – числовое значение, к которому 

стремится аргумент). 

2. Если f(a) - вполне определенное выражение (конечное 

число или бесконечность), то предел найден. 

3. Если f(a) представляет одно из неопределенных выражений, 

от такой неопределенности нужно избавиться (говорят – необхо-

димо раскрыть неопределенность). 

Как раскрыть неопределенность? Для этого существуют раз-

личные приемы. Рассмотрим их подробно в следующих пунктах. 

Пример 1.  Вычислить предел 

5
34

32
2

3

3
lim

22












числохвместоподставим

x

x

x
. 

Пример 2.  Вычислить предел 

5

3

50

30
0

5

34
lim

0












числохвместоподставим

x

x

x
. 

Пример 3. Вычислить предел, используя связь между бесконечно 

большими, бесконечно малыми и ограниченными величинами. 


 0

2
5

5

2
lim

5
числохвместоподставим

xx
, т. к.    

)(o

C
. 

Пример 4.  

0
2

36

2
lim

2





 числобольшоебесконечно

хвместоподставим

xxx
, т. к.   )(o

C



. 

 

2.3. Раскрытие неопределенностей  

ПРАВИЛО для раскрытия неопределенности  











 

 если старшая степень числителя больше старшей степени знаменателя, 

то предел равен ;  

 если старшая степень числителя меньше старшей степени знаменателя, 

то предел равен 0;  

 если старшая степень числителя равна старшей степени знаменателя, то 

предел равен отношению коэффициентов при старших степенях. 

В общем случае для раскрытия этого вида неопределенности  нуж-

но в числителе и знаменателе вынести за скобки наиболее быстро воз-
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растающую функцию, сократить дробь и проанализировать результат. 

Пример 5. 



















 числобольшоебесконечно

хвместоподставим

xx

xx

x 33

4
lim

2

3

 


2

3

хязнаменателстепенистаршей

большехчислителястепеньстаршая

 
 

Пример 6.   



















 числобольшоебесконечно

хвместоподставим

xx

xx

x 33

1
lim

34

2

 

0
4

2


хязнаменателстепени

меньшехчислителястепень
 

 

Пример 7.   



















 числобольшоебесконечно

хвместоподставим

x

xx

x 35

2
lim

3

23

 

 
5

2

52

,


истепеняхстаршихпритыкоэффициен

язнаменателстепениравначислителястепень
. 

Пример 8.  



















 числобольшоебесконечно

хвместоподставим

x

xxx

x 35

)23(
lim

3

3

 

  
5

3

53

32
3

2
1

1







истепеняхстаршихпритыкоэффициен

язнаменателстепениравна

ххххчислителястепеньнаибольшая

. 

Пример 9.  
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7
lim

5

7
lim

0
33

0
1010

0
22

43
5

102
7

lim
435

1027
lim

5

2

7

7

2

2

2

72

7

2

57

x

x

x

x

x

x

xx
x

xx
x

xx

xx

x

xxx  

Пример 10.  

0
7

5

7
lim

5

7
lim

9
42

5

102
7

lim
425

1027
lim

8

7

83

8

72

7

58

57


















































xx

x

примеревкак

xx
x

xx
x

xx

xx

xx

xx  

 

Пример 11.  

5

7

5

7
lim

)
4

5
2

(

)
102

7(

lim
452

1027
lim

8

8

83

8

82

8

85

68

























 x

x

xx
x

xx
x

xx

xx

xxx

 

Каждый из этих примеров легко можно решить по ПРАВИЛУ, сформули-

рованному выше. 
 

Пример 12.  



















 3 65 10

4 85 2

8275432

72165
lim

xxx

xxx

x
 


























































0
444

0
222

0
7

;0
5

8
27

54
32

72
16

5
1

lim

910

78

82

3
6

6
5

1010

10

4
88

8
5

2

2

xx

x

xx

x

xx

x
x

xx

x
x

xx

x
x

x
x

x
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2

25
2

22

25
2

3 65 10

4 85 2

3 65 10

4 85 2

5

2
lim

32

2
lim

2732

16
lim

0270032

001601
lim

x

xx

xx

xx

xx

xx

xx

xx

xx

xx

 

5

2
,

2



степеняхстаршихпритовкоэффициен

отношениюравенпределзначитодинаковые

хязнаменателичислителястепенистаршие

 

 

 

ПРАВИЛО для раскрытия неопределенности  )( 
  

Необходимо преобразовать выражение так, чтобы получилась неопре-

деленность вида 











. И далее использовать правило для 












. 

 

Пример 13.   Вычислить предел функции.  

 


































)3)(5(

)5)(2()3)((
lim

3

2

5
lim

2

322

2

32

xx

xxxxxx

юзнаменателобщему

кдробиприведем

x

xx

x

xx

x

x

 

6
)3)(5(

2456
lim

2

23




















 xx

xxx

x
 

 

Пример 14. Вычислить предел функции. Два выражения вида 

)()( baиba   называют сопряженными выражениями. 






 

 выражениеесопряженнонадроби

ьзнаменателичислительдомножим
xxxx

x
8935lim 22  




















)8935(

)89(35
lim

ab)b)(a-(a

формуле по мпреобразуе числитель

)8935(

)8935()8935(
lim

22

22

22

22

2222

xxxx

xxxx

b

xxxx

xxxxxxxx

x

x  
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 скобкизастепень

наибольшуювыносимправилупо

xxxx

x

x

:

)8935(

114
lim

22

 

 

 

   
2

2

4
lim

001001

04
lim

..0
555

0
33

0
1111

89
1

35
1

11
4

lim

22

2

2

22

2

22

2



























































x

x

xx

x

дти
xx

x

xx

xx

x
x

xx

x
x

x
x

xx

x  

 

ПРАВИЛО для раскрытия неопределенности  








0

0

 
Для раскрытия этого вида неопределенности существует несколько стан-

дартных приемов. Основное правило состоит в том, что в числителе и 

знаменателе необходимо выделить сомножители, обращающие выраже-

ние в ноль (как правило, это выражение вида 0xx  ) и сократить.  

Пример 15.    













 0

0

33323

65
lim

2

2

3 числох

вместоподставим

xx

xx

x

 

Для раскрытия неопределенности по правилу необходимо в числителе и 

знаменателе найти сомножитель 3х  и сократить. 

Применим формулу разложения квадратного трехчлена на множители  

))(( 21

2 xxxxacbxax  . 

Корни числителя: 23 21  xиx . 

Тогда        )2()3(652  xxxx  

Корни знаменателя: 
3

11
3 21  xиx .  

Тогда     )
3

11
()3(33323 2  xxxx  

Преобразуем числитель и знаменатель в пределе: 

.
20

1

3

3

11
3

2
lim

)
3

11
()3(3

)2()3(
lim

33



















 числох

вместоподставим

x

x

дробь

сократим

xx

xx

xx
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Пример 16.  















 0

0

158

214
lim

2

2

3 xx

xx

x
 

найдем корни числителя, корни знаменателя и разложим на множители: 









































53
15

8
0158

73
21

4
0214

21

21

212

21

21

212

xx
xx

xx
xx

xx
xx

xx
xx

 

5
53

73

5

7
lim

)5)(3(

)7)(3(
lim

33

















 x

x

xx

xx

xx
 

Пример 17. 













 0

0

225103

858
lim

234

3

5 xxxx

xx

x

.  

По правилу необходимо в числителе и знаменателе выделить сомножи-

тель 5x . Для этого, разделим числитель и знаменатель «в столбик» на  

х-5. 

Тогда    х
3
-8х-85=(х-5)·(х

2
+5х+17),     

      и      х
4
-3х

3
+х

2
-10х-225=(х-5)·(х

3
+2х

2
+11х+45) 

 

.
275

67

45112

175
lim

)45112()5(

)175()5(
lim

23

2

523

2

5












 xxx

xx

xxxx

xxx

xx
 

 

Часто при раскрытии неопределенностей используют формулы со-

кращенного умножения в разных вариантах и сочетаниях  
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Формулы сокращенного умножения  

22))(( bababa   - разность квадратов 

222 2)( bababa   - квадрат суммы 

222 2)( bababa   - квадрат разности 

3322 ))(( babababa   - разность кубов 

3322 ))(( babababa   - сумма кубов 

32233 33)( babbaaba   - куб разности 

32233 33)( babbaaba   - куб суммы 

 

 

Пример 18. 

 






























)4()4(

)42()2(
lim

4

2
lim

0

02

16

8
lim

22

2

2

222

33

24

3

2

xx

xxx

квадратовразность

икубовразность

формулыприменим

x

x

хвместо

числоподставим

x

x

x

xx

 

.
8

3

32

12

)4()2(

42
lim

)4()2()2(

)42()2(
lim

2

2

22

2

2












 xx

xx

xxx

xxx

xx
 

Пример 19. 















 0

03

19944

324
lim

22

3

3 хвместо

числоподставим

xxxx

x

x

 

По правилу для раскрытия неопределенности нужно найти в числителе и 

знаменателе сомножитель 3x . Для этого домножим числитель и зна-

менатель на неполный квадрат суммы, чтобы получилась формула разно-

сти кубов. А знаменатель (и, соответственно, числитель) домножим на 

сопряженное выражение, чтобы получить формулу разность квадратов. 

Получим достаточно громоздкое выражение: 

.
)19944()19944(

)9243)24(()324(
lim

2222

3233

3 



 xxxxxxxx

xxx

x

 






)9243)24((

)19944(
323

22

xx

xxxx  
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В числителе и знаменателе формулы сокращенного умножения: 

  33
33233 324)9243)24(()324(  xxxx

  )19944()19944( 2222 xxxxxxxx  

=
2

2
2

2 19944 




 





  xxxx  

В скобки, которые не являются частью соответствующей формулы, вме-

сто х подставим число 3. Получаем: 

.
135

2

27)3(5

2)3(
lim

27)155(

2)3(
lim

27))199(44(

2)2724(
lim

33223
















 x

x

x

x

xxxx

x

xxx

 
Обратите внимание, что здесь рассмотрены все варианты использо-

вания формул сокращенного умножения. А в ваших заданиях они будут 

представлены в разных сочетаниях.  

Одним из эффективных способов раскрытия неопределенности ви-

да 








0

0
является замена бесконечно малых величин в окрестности пре-

дельной точки на эквивалентные им бесконечно малые, аналитическая 

запись которых проще, чем у исходного выражения. 

Для этого достаточно понять принципы использования таблицы эквива-

лентностей. 

Две бесконечно малые величины )(x  и )(x  называются 

эквивалентными, если предел их отношения равен единице.  

1
)(

)(
lim

0


 x

x

xx 


. 

ТАБЛИЦА ЭКВИВАЛЕНТНЫХ БЕСКОНЕ ЧНО МАЛЫХ  

если  0x , то 
верны следующие выражения 

Если β(x)0  при хх0,   
где х0  - любое число, то верны сле-

дующие выражения 

1)   xx sin  1) sin β(x) ~ β(x) 

2)   xtgx   2) tg β(x) ~ β(x) 

3)   xx arcsin  3) arcsin β(x) ~ β(x) 

4)   xarctgx   4) arctg β(x) ~ β(x) 

5)   xe x 1  5) e 
β(x) 

 -1~ β(x)  
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6)   axa x ln1   6) a 
β(x)

 - 1~ β(x)·lna 

7)  xx  )1ln(  7) ln(1+ β(x)) ~ β(x) 

8)
  a

x
xa

ln
)1(log   8) loga(1+ β(x)) ~ 

a

x

ln

)(
 

9)  
2

cos1
2x

x   9) 1 - cos β(x) ~ 
2

)(2 x
 

10)  xx   1)1(  10)  )(1))(1( xx     

Переход от одних бесконечно малых к эквивалентным им будем обозна-

чать значком  . 

Пример 20.  
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3
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Пример 21.  
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Пример 22.  
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Пример 23.  
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Далее раскрываем неопределенность по правилу 
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Пример 24. 

























 )15(5

))65(1ln(
lim

55

))65(1ln(
lim

0

0

6255

)75ln(
lim

44

2

24

2

2

2

2
222 xxxxxx

xxxxxx
















 0

0

5ln)4(5

65
lim

24

2

2 x

xx

x
  

Далее раскрываем неопределенность по правилу 
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ПРАВИЛО для раскрытия неопределенности  )1( 

 Для раскрытия этой неопределенности применяется второй замеча-

тельный предел: 

71828,2
1

1lim 











x

x x
e             или        ,)1(lim

1

0
ex x

x




 

а также обобщенный вариант формулы   

.))(1(lim )(

1

)(
0)(

exf xf

ax
xf






 

Основная идея при отыскании пределов, дающих неопределенность 1

, 

выполнить преобразования выражения, стоящего под знаком предела так, чтобы 

сконструировать формулу второго замечательного предела. 

Пример 28. Вычислить предел функции. 
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Пример 29.  
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Пример 30. 
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Чтобы получилось число е, показатель степени должен быть 
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Пример 31.  
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Предел показателя степени найден по правилу неопределенности 
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Пример 32.  
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Предел показателя степени найден по правилу неопределенности 
0

0
. 

Пример 33.  
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Предел показателя степени найден с помощью эквивалентных бмф. 

К неопределенности вида 1
 

нередко сводятся
 
другие с помощью 

преобразования элементарных функций. 

 

Пример 34. 
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2.4 .  Производная функции  
Определение, физический, геометрический смысл производной. Правила 
дифференцирования. Производная сложной функции. Таблица производных 
основных элементарных функций. Примеры отыскания производных. 

 

Пусть задана функция )(xyy  . Обозначим x  - малое прира-

щение аргумента x . Тогда приращение функции выражается форму-

лой )()( xyxxyy  . 

Производной функции  )(xyy 
 
называется предел отноше-

ния приращения функции к приращению аргумента, при условии, что 

приращение аргумента стремится к нулю 

x

xyxxy
xy

x 






)()(
lim)(

0
 



50 

 

Физический смысл.  Производная представляет собой скорость 

изменения некоторого процесса в каждый момент времени. 

Геометрический смысл. Производная представляет собой 

тангенс угла наклона касательной к графику функции в определенной 

точке. Уравнение касательной к графику функции в заданной точке 

находят по формуле 

))((')( 000 хххухyy   

Процесс отыскания производной функции называется диффе-

ренцированием . Если функция имеет производную в данной точке, 

то она называется дифференцируемой в данной точке. Если функция 

дифференцируема в каждой точке некоторого интервала, то она назы-

вается дифференцируемой на интервале.  

Если функция дифференцируема в некоторой точке, то она и не-

прерывна в этой точке . Но обратное утверждение неверно!  

Примером точек, в которых функция непрерывна но не диффе-

ренцируема (то есть не имеет производной) являются точки возврата 

функции. На графике функции это «негладкие» точки. В такой точке 

невозможно построить касательную к графику функции. 
 

Правила дифференцирования  

Формулировка Формула Пример 

1. Производная от числа 

равна нулю 

0)( сonst  

0)'(

0)'(;0)'5(





е


 

2. Постоянный множи-

тель можно выносить за 

знак производной 

  )()( xyxy 


   
)'(3)'3( хх   

)'2(sin)'2sin( xx    

3. Производная суммы 

(разности) равна сумме 

(разности) производных 

'')( vuvu   

)'2(sin)'3(

)'2sin3(

xx

xx




 

4. Правило для произве-

дения функций 

vuvuvu  )(  

)'(ln2ln)'2(

)'ln2(

xxxx

xx




 

5. Правило для произ-

водной от дроби 2

/

v

vuvu

v

u 









 

x

xxxx

x

х
2ln

)'(ln2ln)'2(

ln

2 












 

 

Производную сложной  функции находят по формуле 

хх fy 
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Пример 1.  Найти производную 3532 43  xxxy  

 05)(3)(2)3532( 4343 xxxxxxy  

5126154332 3232  xxxx . 
 

Пример 2. 2cos
5

4
36

2
37 

x
xxy  

 xxx
x

xxy
5

8
9422cos

5

4
36 26

2
37 
















 . 

 

Запишем таблицу производных для сложной функции. 
 

Таблица производных  
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Пример 3. Найти производную 
xx

xxy
43

43
2

3 2  .  

Воспользуемся формулами из алгебры  
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Пример 4. Найти производную произведения функций 

xxy cos)1( 2    


 xxxxy cos)1(cos)1( 22

 

xxxxxx sin)1(cos2)(cos)1( 22  . 

Пример 5. Найти производную произведения функций 

xxy arcsin  

  


 )(arcsinarcsin)(arcsin xxxxxxy
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xx
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 . 

Пример 6. Найти производную дроби 
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Пример 7. Найти производную сложной функции 12  xy  

  






 




таблицыизформулуприменяем

xuпусть
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Пример 8. Найти производную сложной функции )33cos( 54  xxy  

  












 




таблицыизформулуприменяем

xxuпусть
xxy
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Пример 9. Найти производную сложной функции 
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Пример 10. Найти производную сложной функции )13cos(ln  xy  
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Пример 11. Найти производную сложной функции 34sin 2  xy  
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Пример 12. Найти производную сложной функции 
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2.5. Исследование функций  
Алгоритм исследования функции. Отыскание области определения функ-
ции. Асимптоты графика функции. Промежутки возрастания и убывания 
функции, точки экстремума. 
 

Алгоритм  исследования функции  

1. Найти область определения функции. 

2. Найти асимптоты графика функции.  

3. Определить четность (нечетность) функции: 

Если выполняется условие f (-х)= f (х), то функция четная, ее график 

строится симметрично относительно оси Оу. 

Если выполняется условие f (-х)=- f (х), то функция нечетная, ее 

график строится симметрично относительно начала координат. 

4. Определить точки пересечения с осями координат. 

С осью Ох:    у=0, решить уравнение, записать координаты точек пе-

ресечения с осью. 

С осью Оу:    х=0, решить уравнение, записать координаты точек пе-

ресечения с осью. 

5. Найти интервалы возрастания и убывания. Найти точки экс-

тремума (минимума и максимума). 

6. Построить макет графика функции. 

 

Отыскание области определения функции  

 

В п. 2.1. рассматривалось понятие области определения функции, 

а также основные элементарные функции.  

Напомним основные утверждения, которые используются при 

отыскании области определения функции:  

*Знаменатель дроби не должен быть равен нулю 

*Подкоренное выражение не должно быть отрицательным. 

*Аргумент логарифма должен быть строго положительным. 

Если аргумент функции может принимать любые значения, то 

область определения );( х . 
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Например, аргументы таких функций как 
пxy  , 3 хy  , 

хаy  , 

xy sin , xy cos , arctgxy  , arcctgxy   могут принимать любые 

действительные значения. Область определения всех этих функций 

);( х . 

Для дробно-рациональной функции 
пx

y
1

  на аргумент накла-

дывается ограничение «Знаменатель дроби не должен быть равен 

нулю». Поэтому составляем неравенство: 0пх  и решаем его. 

Пример 1. Найти область определения 
43 


х

х
y  

Знаменатель дроби не должен быть равен нулю.  

Составляем неравенство 
3

4
043 хх    

Область определения 

















 ;

3

4

3

4
;х

 

Пример 2. Найти область определения 
23

1

х
y


  

Знаменатель дроби не должен быть равен нулю.  

Составляем неравенство  303 2 хх  

Область определения       ;33;33;х . 
 

Пример 3. Найти область определения 342  хxy  

Подкоренное выражение не должно быть отрицательным. Составля-

ем неравенство: 0342  хх  и решаем его методом интервалов  

Область определения     ;31;х . 
 

Пример 4. Найти область определения )1(log 2

3 xy   

Аргумент логарифма должен быть строго положительным. Состав-

ляем неравенство 01 2  х и решаем его методом интервалов. 

Область определения  1;1х . 
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Отыскание асимптот графика функции  
 

Асимптота графика функции – это прямая, обладающая таким 

свойством, что расстояние между этой прямой и точками графика 

функции стремится к 

нулю при условии, что 

точки удаляются от 

начала координат в 

бесконечность.  

Асимптоты могут 

быть вертикальные, 

наклонные и горизон-

тальные (рисунок). 

Вертикальные асимптоты находятся в точках разрыва области 

определения функции. Вертикальная асимптота имеет уравнение вида 

0xх  , где 0x  - точка разрыва области определения функции. 

Наклонные асимптоты имеют уравнение bkxу  , 

где     
x

xf
k

x

)(
lim


 ,           kxxfb

x



)(lim  

Если 0k  то асимптота горизонтальная. 

Если k  или  b  то для данной функции наклонной асимптоты 

не существует. 

 

Пример 5. Дана функция
43 


х

х
y . Найдем все асимптоты  

1) Область определения. Знаменатель дроби не должен быть равен 

нулю. Составляем неравенство 
3

4
043 хх   

область определения 
















 ;

3

4

3

4
;х   

2). Вертикальные асимптоты возникают в точках разрыва области 

определения. Область определения данной функции имеет разрыв в 

точке 
3

4
0 х , следовательно есть вертикальная асимптота и ее урав-

нение 
3

4
х . 
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3) Наклонные асимптоты. Уравнение bkxу  . Найдем k  и b  по 

формулам. 

0
1

43

1
lim

1

43
lim:

43
lim

)(
lim 






































 xхx

x
х

x

x

x

xf
k

xxxx
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1

343
lim0

43
lim)(lim 





























 х

х

x

x
х

x

x
kxxfb

xxx
 

Подставим и получим уравнение асимптоты 
3

1

3

1
0  уxу  

 

Отыскание интервалов возрастания и убывания, точек 

экстремума (минимума и максимума).  
 

Для определения промежутков возрастания и убывания, точек 

экстремума нужно: 

1. Найти производную функции 

2. Приравнять ее к нулю и решить полученное уравнение 

3. Найденные корни уравнения отметить на числовой оси (это и 

есть критические точки I рода) 

4. Определить знаки производной на полученных промежутках: 

а) если производная на промежутке положительная, то функция 

возрастает на этом промежутке;  

б) если производная на промежутке отрицательная, то функция 

убывает на этом промежутке. 

5. Определить точки экстремума функции: если при переходе че-

рез точку х0 производная меняет знак на противоположный, то х0 – 

точка экстремума. Причем, если знак меняется с «+» на «-», то х0 – 

точка максимума, если знак меняется с «-» на «+», то х0 – точка мини-

мума. 

 

Пример 6. Исследовать на монотонность и экстремум функцию 

6

3x
xy   

1) Область определения );( х . 

2) Найдем производную 
2

1
6

3
1

22 xx
y   

3) приравняем производную к нулю и решим уравнение  
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 0
2

1
6

3
1

22 xx
y    х= 2   - критические точки I рода. От-

метим их на числовой оси (рисунок). 

4) определим знаки производной на промежутках (рисунок).  

5) определим характер точек экстремума (рисунок). 

 

 

 

 

 

 

 

Ответ: промежуток возрастания )2;2(х  

Промежутки убывания     ;22;х  

Точка минимума 2х  

Точка максимума 2х  

Минимум функции 93,0
3

22
)2( y  

Максимум функции 93,0
3

22
)2( y . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

у (х) -   +   - 

у (х)       2         2      х 

        т. min       т. max 
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1. Первообразная функция и неопреде-
ленный интеграл 
Основная задача дифференциального исчисления состоит в 

нахождении дифференциала данной функции или ее производ-

ной. Интегральное исчисление решает обратную задачу: по за-

данному дифференциалу, а следовательно, и по производной 

неизвестной функции F(x), требуется определить эту функцию. 

Иными словами, имея выражение 

dxxfxdFdxxF )()()('   

или соответственно 

)(
)(

)( xf
dx

xdF
xF  , 

где )(xf  - известная функция, нужно найти функцию )(xF . 

Искомая функция )(xF  называется при этом первообразной 

функцией по отношению к функции )(xf . 

Определение: первообразной функцией для данной функции 

)(xf  на данном промежутке называется такая функция )(xF , 

производная которой равна )(xf  или дифференциал которой 

равен dxxf )(  на рассматриваемом промежутке. 

Теорема: Всякая непрерывная функция )(xf  имеет бесчис-

ленное множество различных первообразных функций, которые 

отличаются друг от друга постоянным слагаемым. 

Если )(xF  есть первообразная от )(xf , т.е. если 

)()( xfxF  , то и cxF )( , где c – произвольная постоянная, 

есть также первообразная от )(xf т.к.   )()()( xfxFcxF 


 . 

Например, одной из первообразных функций для функции 

23x  будет 3x , так как   23 3xx 


. Функции 43 x  и 33 x  так 

же будут являться первообразными для функции 23x : 

  23 34 xx 


  и   23 33 xx 


 . 

Введем теперь основное понятие интегрального исчисления 

– понятие неопределенного интеграла. 
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Определение: общее выражение cxF )(  для всех первооб-

разных от функции )(xf  называется неопределенным интегра-

лом от этой функции и обозначается символом  dxxf )( : 

  cxFdxxf )()( . 

При этом функция )(xf  называется подынтегральной функ-

цией, выражение dxxf )(  - подынтегральным выраже- нием, а 

постоянная c  может принимать любое значение и поэтому 

называется произвольной постоянной. 

Геометрически в системе координат xOy , графики всех пер-

вообразных функций от данной функции )(xf  представляют 

семейство кривых, зависящее от одного 

параметра c , которые получаются одна 

из другой путем параллельного сдвига 

вдоль оси Oy  (рис. 1). 

 

                                                                                        
Рис. 1 
 

Свойства неопределенного интеграла 
I.   dxxfdxxfd )()(  . 

Ia.   )()( xfdxxf 


 . 

II.    cxFxFd )()( . 

IIa.   cxFdxxF 


 )()( . 

Замечание: символы d  и  ,  следующие друг за другом в 

том или ином порядке, взаимно уничтожают друг друга (если не 

учитывать постоянного слагаемого). В этом смысле дифферен-

цирование и интегрирование являются взаимно обратными ма-

тематическими операциями. 
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III.   ,)()( dxxfadxxaf  т.е. постоянный множитель можно 

выносить за знак интеграла. 

IV.      ,)()()()()()( 321321 dxxfdxxfdxxfdxxfxfxf  

т.е. интеграл от суммы равен сумме интегралов от всех слагае-

мых. 

V. Если   cxFdxxf )()( , то   cbaxF
a

dxbaxf )(
1

)( . 

Таблица интегралов 
1.   cudu   9.    cuudu sincos  

2.  





c
n

u
duu

n
n

1

1

  10.   cctgu
u

du
2sin

 

3.   cu
u

du
2   11.   ctgu

u

du
2cos

 

4.   c
uu

du 1
2

  12.  







 c

u
tg

u

du

42
ln

cos


 

5.   cu
u

du
||ln   13.   c

u
tg

u

du

2
ln

sin
 

6. c
a

a
dua

u
u  ln

  14.  


c
a

u
arctg

aua

du 1
22

 

7.   cedue uu   15.  


c
a

u

ua

du
arcsin

22
 

8.   cuudu cossin  16.  






c

ua

ua

aua

du
ln

2

1
22

 

    17.  


cаuu
au

du 2

2
ln  

В этих формулах a  – постоянная, u  – независимая переменная 

или любая (дифференцируемая) функция от независимой пере-

менной. 
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Ориентировоч ная схема«Неопределенный интеграл» 
 

Рис. 2 

 dxxf )(
 

Это табличный интеграл? 

(стр. 8) 

Можно применить свой-

ства интегралов? 
(стр. 10) 

Методы интегрирова-

ния 

Специальные классы 

функций 

Метод подстановки 

(замена переменной) 

(стр. 12) 

Интегрирование по 

частям 

(стр. 15) 

Рациональные 
функции 
(стр. 20) 

Иррациональные 

функции 

(стр. 27) 

Тригонометрические 

функции 

(стр. 31) 
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Чтобы взять интеграл  dxxf )(  необходимо (как показано 

на рис. 2) задать два основных вопроса: 

 это табличный интеграл? 

Если ответ положительный, то идем на 7 страницу, если 

отрицательный – двигаемся далее по схеме: 

 можно применить свойства интегралов? 

Если ответ положительный, то идем на 9 страницу, если 

отрицательный – двигаемся далее по схеме и анализируем 

подынтегральное выражение. 

В конечном итоге мы всегда должны прийти к одному или 

нескольким табличным интегралам. 

Рассмотрим каждый пункт более подробно. 

2. Табличное интегрирование 

Пример 1.  dxx7 . 

Найдем похожий интеграл в таблице интегралов. Это, формула 2 

- интеграл от степенной функции, где степень 7n . Запишем 

наши рассуждения следующим образом: 

  








c
x

c
x

c
n

u
dxudxx

n
n

8171

8171
7 . 

Пример 2.  16z

dz
. 

Используя формулу элементарной математики, n

n
a

a


1

 преоб-

разуем подынтегральное выражение: 
 dzz 16 . В результате по-

лучаем интеграл от степенной функции, где 16n . 
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 c
z

c
z

c
n

u
duudzz

z

dz n
n

151161

151161
16

16
 

c
z


1515

1
. 

Пример 3. 
9 5t

dt
. 

Пользуясь формулами n

k

m k aa   и n

n
a

a


1

, приводим интеграл 

к табличному виду: 

  











c
n

u
duudtt

m

k

t

dt n
n

19

5 1

9

5

9 5
 

ctctc
t

c
t









9 49

49

4
1

9

5

4

9

4

9

9

4
1

9

5
. 

Пример 4. 
 642y

dy
. 

Это табличная формула 14, где 
2222 864,  ayu , следова-

тельно 8,  ayu . 

  








c
y

arctgc
a

u
arctg

aau

du

y

dy

y

dy

88

11

864 22222
 

Пример 5. 
 26 x

dx
 

Это табличный интеграл 15, где 2222 )6(6,  axu , следо-

вательно 6,  axu . 

c
x

c
a

u

ua

du

x

dx

x

dx











6
arcsinarcsin

)6(6 22222

. 
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Пример 6. 
 72x

dx  

Это табличный интеграл 17, где 7,22  axu . 

cxxcauu
au

du

x

dx






 7lnln

7

22

22

. 

3. Свойства интегралов 

Пример 1.  







 dxxx

x
cos2

6

1 5  

Подынтегральная функция представляет собой алгебраи- ческую 

сумму, значит можно применить свойство IV 

   







 xdxdxxdx

x
dxxx

x
cos2

6

1
cos2

6

1 55  

Рассмотрим каждый из полученных интегралов в отдельности: 

1)  dx
x6

1
 Применяя свойство III выносим постоянный мно- 

житель за знак интеграла и получаем табличный интеграл 5. 

cxcu
u

du

x

dx
dx

x
   ln

6

1
ln

6

1

6

1
. 

2)  dxx52  Применяя свойство III выносим постоянный мно- 

житель за знак интеграла и получаем табличный интеграл 2, 

где 5n . 
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c
x

c
x

c
n

u
duudxxdxx

n
n

6

2

15
2

1
22

6151
55  

c
x


3

6

. 

3)  xdxcos  - Это табличная формула 9. 

cxcuuduxdx   sinsincoscos  

Краткая запись наших рассуждений будет следующей: 

   









x

dx
xdxdxxdx

x
dxxx

x 6

1
cos2

6

1
cos2

6

1 55  

   cx
x

xxdxdxx sin
3

ln
6

1
cos2

6
5

. 

Некоторые интегралы довольно просто решаются путем 

элементарных алгебраических преобразований. 

Пример 2. 


dx
x

xx
2

23 461 . 

Если подынтегральная функция является дробью и ее числитель 

– алгебраическая сумма, то нужно разделить почленно числи-
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тель на знаменатель; в результате подынтегральная функция 

окажется суммой трех слагаемых: 

  



















dxx

x
dx

x

x

x

x

x
dx

x

xx
46

1461461
22

2

2

3

22

23

. 

Рассуждая как в предыдущем примере, получаем следующее: 

   









  dxxdxdxxdxx
x

dx
x

xx
4646

1461 2

22

23

 

cxx
x

иформулы  43
1

21 2 . 

Пример 3.   dttt )46(6 . 

Чтобы подынтегральная функция представляла собой сумму 

необходимо раскрыть скобки: 

    dtdtdt tttttt )641()6466()46(6 . 

Применяя свойства интегралов и табличные формулы 1 и 6, по-

лучаем: 

ctdtdtdtdt
t

tttt    


6ln

6
464)641()46(6 . 
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Пример 4.   dxx )53sin(  

Для нахождения данного интеграла применим свойство V, где 

5,3  ba  и табличный интеграл 8. 

cxcuududxx   )53cos(
3

1
cossin)53sin( . 

Пример 5. 
y

dy

7cos 2
. 

Для решения используем табличный интеграл 11 и свойство V, 

где 0,7  ba ,. 

cytgctgu
u

du

y

dy
  7

7

1

cos7cos 22
. 

Пример 6. 
 z

dz

95
. 

Данный интеграл похож на табличную формулу 5, где 

,95 zu   воспользуемся свойством V, где ,9a 5b .  

  czcu
u

du

z

dz



 95ln

9

1
ln

95
. 

Пример 7. 
14 2x

dx
 

Этот интеграл похож на табличный интеграл 17, где 

1,)2(4 2222  axxu , тогда 1,2  axu . 
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 22 1)2( x

dx .     Чтобы интеграл стал табличным, нужно чтобы 

под знаком дифференциала находился аргумент x2 , то есть 

)2( xd . Необходимо «выровнять» коэффициенты: 

)2(
2

1
2)2( xddxdxxd  . Запишем интеграл в новом виде: 

 

.142ln
2

1
ln 22

2
cxxcauu

au

du



   

Пример 8. 
 625

7
2t

dt
 

Если мы поменяем местами слагаемые в знаменателе 

22 256

7

625

7

tt 



, то это будет «почти табличная» формула 16, 

где 22222 )6(6,)5(25  attu , тогда 6,5  atu . Далее 

пользуемся свойством интеграла III и свойством дифференциа-

ла, рассмотренным в предыдущем примере: 

 



















 222 256

)5(
5

1

7
)5(

5

1

5)5(

256

7

625

7

t

td

tddt

dttd

dt
tt

dt  

  









 c

ua

ua

aua

du

t

td
ln

2

1

)5()6(

)5(

5

1
7

2222
 

.
56

56
ln

610

7

56

56
ln

62

1

5

7
c

t

t
c

t

t












 
 

 

 

 

  









 1)2(

)2(

2

1

1)2(

)2(
2

1

1)2(14 222222 x

xd

x

xd

x

dx

x

dx
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4. Методы интегрирования 

4.1. Метод подстановки (замена переменной) 

Весьма эффективным методом интегрирования является ме-

тод замены переменной, в результате чего заданный интеграл 

заменяется другим интегралом. Для нахождения интеграла 

 dxxf )(  можно заменить переменную x новой переменной t, 

связанной с x подходящей формулой  tx  . Определив из 

этой формулы  dttdx   и подставляя, получим 

           .dttFdtttfdxxf   

Не существует определенного правила, следуя которому 

можно всегда понять, какую подстановку надо применять к 

данному интегралу. Однако следует иметь в виду следующие 

полезные подсказки: 

1) если под знаком интеграла стоит сложная функция  )(xf  , 

то, как правило, используется подстановка  xt   (к примеру, 

если в подынтегральном выражении встречается функция 
x

1
sin , 

то стоит попробовать подстановку 
x

t
1

 , а если 
2xe -то 2xt   и 

т.д.); 

2) если в подынтегральном выражении есть готовый дифферен-

циал функции )(x , т.е. выражение  dxx , то целесообразно 

использовать следующие формулы для наиболее часто встреча-

ющихся дифференциалов: 

1.   duufufd )()(  ,  6.  xx eddxe   

2.  baxd
a

dx 
1

,   7.  xddx
x

ln
1

  

3. )(
2

1 2xdxdx  ,   8.  xdxdx cossin  , 

4. 









x
ddx

x

11
2

,   9.  xdxdx sincos   
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5.  xddx
x

2
1

 ,   10.  ctgxddx
x


2sin

1
 

     11.  tgxddx
x


2cos

1
 и т.д. 

В простых случаях введение новой переменной можно про-

водить в уме, мысленно обозначив соответствующую функцию 

как новую переменную t (или какой-либо другой переменной: u, 

y, z…). 

Пример 1. 
3 2 ax

xdx . 

Так как в числителе подынтегральной дроби записан готовый 

дифференциал: )(
2

1 2 axdxdx  , то в этом случае очень удобно 

сделать следующую замену переменной: zax 2 . 

   
















c
n

u
duudzz

z

dz

xdx
dz

xdxdz

axz

ax

xdx n
n

12

12

1

2

2
1

3

1

3

2

3 2

 

. 

Обязательно делаем обратную замену, то есть возвращаемся к 

старой переменной: caxcz  3 223 2 )(
4

3

4

3 . Получаем окон-

чательный ответ: cax
ax

xdx





3 22

3 2
)(

4

3 . 

Пример 2. 
 x

xdx

cos21

sin . 

И снова в числителе видим готовый дифференциал: 

 xdxdx cossin  . Сделаем замену: xt cos21 , тогда 

xdxxddt sin2)cos21(  . Выравниваем коэффициенты и 

получаем: xdx
dt

sin
2



. 

c
z

c
z

c
z

c
z












4

3

2

3

2

1

3

22

1

1
3

12

1 3 23 23

2
1

3

1
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  dtt
t

dt

xdx
dt

xdxdt

xt

x

xdx
2

1

2

12

1

sin
2

sin2

cos21

cos21

sin

 

.cos21

2

12

1

1

2

1

1

cxctc
t

c
n

u
duu

n
n  






 

Пример 3. 
 y

y

e

dye

49
. 

Так как числитель подынтегральной дроби можно записать в 

виде: )( yy eddye  , то удобно сделать замену переменной: 
yex 49 . Тогда dyeeddx yy 4)49(  . Выравниваем коэф-

фициенты и получаем: dxdye y

4

1
 . 

















  cx
x

dx

x

dx

dye
dx

dyedx

ex

e

dye

y

y

y

y

y

ln
4

1

4

14

1

4

4

49

49

 

ce y  49ln
4

1 . 

Пример 4. 


dx
x

xln4 . 

Подынтегральное выражение содержит логарифмическую 

функцию. Обратив внимание на знаменатель, используем фор-

мулу  uddu
u

ln
1

  и делаем замену: xt ln4 , 

x

dx
xddt  )ln4( . 
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c

t
dttdtt

x

dx
dt

xt
dx

x

x

2

3

ln4ln4 2

3

2

1

.)ln4(
3

2

3

2 3
3

cxc
t

  

Пример 5. .
3

2
6

2


x

dxx
 

Так как в числителе подынтегральной дроби записан дифферен-

циал функции: )(
3

1 32 xddxx  , а 
236 )(xx  , заменим на новую 

переменную 3x : 

   

















 33

2

3

3

1

2

3

3
3)(

2
3

2
22

2

2

3

23

2

6

2

t

dt

t

dt

dxx
dt

dxxdt

xt

x

dxx

x

dxx
 

c
x

arctgc
t

arctg 
333

2

33

1

3

2 3

. 

4.2. Интегрирование по частям 

Из формулы дифференциала произведения   vduudvuvd   

интегрированием обеих частей равенства получается формула 

интегрирования по частям :  

  vduuvudv  

По этой формуле отыскание интеграла udv  сводится к 

отысканию другого интеграла .vdu  применение ее целесообраз-

но в тех случаях, когда последний интеграл будет проще исход-

ного или когда он будет ему подобен. 
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Для применения формулы интегрирования по частям к неко-

торому интегралу  dxxf )(  следует подынтегральное выражение 

dxxf )(  представить в виде произведения двух множителей u  и 

dv . За dv  всегда выбирается такое выражение, содержащее dx , 

из которого посредством интегрирования можно найти v ; за u  в 

большинстве случаев принимается функция, которая при диф-

ференцировании упрощается (например: 
3ln,3,arcsin xxarctgx ). 

Замечание I: если под знаком интеграла находится произве-

дение степенной и показательной функций или произведение 

степенной и тригонометрической функций, то за )(xu  выбираем 

степенную функцию. 

















),(cossin)(

)(

)(

)(

)(

)(

tgxdxxdxxdxxP

илиdxaxP

илиdxexP

xu

x

xu

x

xu

 

Пример 1.  xdxxsin . 

Под интегралом – произведение степенной функции x  и триго-

нометрической функции xsin . Обозначаем за )(xu  степенную 

функцию x , то есть xu  ; тогда xdxdv sin . Чтобы использо-

вать формулу интегрирования по частям необходимо найти 

dxudu   и  dvv .В нашем примере получается, что 

  dxdxxdu 


 , а   xxdxv cossin . 

 



 xx

xvxdxdv

dxduxu
xdxx cos

cossin
sin  

  cxxxxdxxxdxx sincoscoscos)cos( . 

Пример 2. dxexx x32 )532(   

Под интегралом находится произведение степенной функции 
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532 2  xx  и показательной xe3 . 





















xx

xx

edxev

dxedv

dxxdxxxdu

xxu

dxexx

33

3

2

2

32

3

1

)34()532(

532

)532(
 

     
xxx exxdxxeexx 32332 532

3

1
)34(

3

1

3

1
532  

  dxxe x )34(
3

1 3 . 

Снова получили интеграл, содержащий произведение степенной 

34 x  и показательной xe3  функций. Необходимо еще раз при-

менить формулу интегрирования по частям для интеграла: 





















xx

x
x

edxev

dxedv

dxdxxdu

xu

dxxe

33

3
3

3

1

4)34(

34

)34(
 

  dxeexdxeex xxxx 3333

3

4
)34(

3

1
4

3

1

3

1
)34(  

ceex xx  33

3

1

3

4
)34(

3

1
. 

Запишем наше решение в следующем виде: 





 xx

x

evdxedv

dxxduxxu
dxexx 33

2

32

3

1

)34(532
)532(  





  xx

xx

evdxedv

dxduxu
dxxexxe 33

323

3

1
434

)34(
3

1
)532(

3

1
 



76 

 









 xxx eexxxe 3323

3

1

3

4
)34(

3

1

3

1
)532(

3

1
 

ceexxxe xxx  3323

27

4
)34(

9

1
)532(

3

1
. 

Замечание II: если под знаком интеграла находится произ-

ведение степенной и логарифмической функций или произведе-

ние степенной и обратной тригонометрической функций, то за 

)(xu  выбираем логарифмическую или обратную тригонометри-

ческую функцию: 









),(arccosarcsin)(

log)(

)(

)(

arctgxxdxxxP

илиdxxxP

xu

xu

a





 

Пример 3.  dx
x

x
3

ln
. 

Подынтегральная функция – это произведение степенной функ-

ции 
3

1

x
 и логарифмической функции xln . 














 

x

dx

xx

x

x
v

x

dx
dv

x

dx
duxu

dx
x

x
22

23

3 2

1

2

ln

2

1

ln
ln  

  c
xx

x

x

dx

x

x
2232 4

1

2

ln

2

1

2

ln
. 

Замечание III: если под знаком интеграла находится произ-

ведение показательной и тригонометрической функций, то за 

)(xu  можно выбрать любую из этих функций. В этом случае 

формулу интегрирования по частям применяем дважды, воз-

вращаемся к первоначальному интегралу и решаем полученное 

уравнение. 
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Пример 4. 
 dx

xx

2
cos3 . 

Подынтегральная функция является произведением показа- 

тельной функции x3  и тригонометрической функции 
2

cos
x

. 












2

sin2
2

cos

3ln33

2
cos3 x

vdx
x

dv

dxduu
dx

x
xx

x  

  

2
sin32)3ln3(

2
sin2

2
sin32

x
dx

xx xxx  












2

cos2
2

sin

3ln33

2
sin33ln2 x

vdx
x

dv

dxduu
dx

x
xx

x  

  
















 

 dx
xxx xxx 3ln3
2

cos2
2

cos323ln2
2

sin32


  dx

xxx xxx

2
cos33ln4

2
cos33ln4

2
sin32 2 . 

Мы вернулись к первоначальному интегралу. Обозначим его 

буквой 
 dx

x
J x

2
cos3  и составим уравнение: 


  dx

xxx
dx

x xxxx

2
cos33ln4

2
cos33ln4

2
sin32

2
cos3 2

J
xx

J xx 3ln4
2

cos33ln4
2

sin32 2  . 

Далее решаем полученное уравнение и записываем ответ: 

2
cos33ln4

2
sin323ln4 2 xx

JJ xx    

2
cos33ln4

2
sin32)3ln41( 2 xx

J xx    

c
xx

J xx 










 

2
cos33ln4

2
sin32

3ln41

1
2

. 

Конечный результат: 
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c
xx

dx
x xxx 











 


2

cos33ln4
2

sin32
3ln41

1

2
cos3

2
. 

5. Интегрирование рациональных функ-
ций 

Важным классом функций являются рациональные функции, 

то есть функции, которые можно представить в виде рацио-

нальной дроби: 

kk

kkk

nn

nnn

k

n

BxBxBxBxB

AxAxAxAxA

xQ

xP














1

2

3

1

21

1

2

3

1

21

...

...

)(

)(
, 

где )(xPn  - многочлен степени n , и )(xQk  - многочлен степени 

k . 

Рациональная дробь н а з ы в а е т с я  н е п р а в и л ь н о й , если 

степень числителя выше или равна степени знаменателя )( kn  . 

Рациональная дробь н а з ы в а е т с я  п р а в и л ь н о й , если сте-

пень числителя ниже степени знаменателя )( kn  . 

Любую неправильную дробь можно представить в виде сум-

мы многочлена и правильной дроби. Для этого нужно разде-

лить числитель на знаменатель «уголком». 

Пример: 
xx

xx

3

162
4

35




 - это неправильная рациональная дробь, 

где 162)( 35  xxxPn , степень многочлена 5n , и 

xxxQk 3)( 4  , степень 4k . Так как kn  , необходимо вы-

делить целую часть. Для этого разделим числитель дроби на 

знаменатель «уголком»: 
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_ 162 35  xx  xx 34   

  25 62 xx    x2  

  166 23  xx  

Результат деления x2  - целая часть, а остаток от деления – пра-

вильная дробь с числителем 166 23  xx : 

xx

xx
x

xx

xx

3

166
2

3

162
4

23

4

35









. 

П р а в и л ь н у ю  рациональную дробь всегда можно разло-

жить на сумму простейших (элементарных) дробей четырех ви-

дов. 

I) 
ax

A


   II) 

 max

A


 

III) 
qpxx

NMx




2

  IV) 
 nqpxx

NMx





2
 

где m  и n  – целые положительные числа. 

5.1. Интегрирование рациональных дробей 

Для нахождения интеграла от рациональной дроби 
)(

)(

xQ

xP  нужно: 

1) Если дробь неправильная - выделить целую часть. 

2) Разложить знаменатель )(xQ  полученной правильной дроби 

на линейные множители вида 
max )(   и квадратные  

множители 
nqpxx )( 2  , не имеющие действительных кор-

ней. 

3) Записать разложение данной рациональной дроби
)(

)(

xQ

xP  на 

сумму простейших дробей с неопределенными (буквенными) ко-

эффициентами, используя выражения вида (1) и (2): 

   m
m

ax

A

ax

A

ax

A








...

2

21     (1) 
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   n
nn

qpxx

NxM

qpxx

NxM

qpxx

NxM















222

22

2

11 ...   (2) 

Знаменателями элементарных дробей являются все целые 

степени каждого множителя в разложении )(xQ , начиная с пер-

вой степени и заканчивая той степенью, которую множитель 

имеет в разложении )(xQ . 

4) Полученное равенство привести к общему знаменателю. 

5) Найти неопределенные коэффициенты одним из двух спосо-

бов. 

I способ: раскрыть скобки, привести подобные слагаемые и 

приравнять коэффициенты при одинаковых степенях x  в полу-

ченном и имеющемся многочленах. 

II способ: не раскрывая скобок, дать аргументу x  такие зна-

чения, которые являются действительными корнями знаменате-

ля )(xQ . 

6) Решить полученную систему линейных уравнений относи-

тельно искомых коэффициентов и подставить найденные зна-

чения в числители простейших дробей. 

После разложения на простейшие дроби интегрирование 

всякой правильной рациональной дроби сводится к нахождению 

табличных интегралов или приводящихся к ним. 

Пример 1. 



dx

xx

x

2

45
2

. 

1) Подынтегральная дробь является правильной, так как степень 

числителя (n=1) меньше степени знаменателя (k=2). 

2) Раскладываем знаменатель 22  xx  на линейные множите-

ли. Воспользуемся теоремой Виета: x1=-1, x2=2. Получаем: 

)2)(1(22  xxxx . 

3) Выписываем подынтегральную дробь и раскладываем ее на 

простейшие. Знаменатель состоит из линейных сомножителей 
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вида 
max )(  , где 1m , значит используем простейшую дробь 

первого вида 
ax

A


: 

21)2)(1(

45

2

45
2 














x

B

x

A

xx

x

xx

x

 
4) Полученное выражение приводим к общему знаменателю: 

)2)(1(

)1()2(

212

45
2 














xx

xBxA

x

B

x

A

xx

x

. 

5) В полученном уравнении знаменатели левой и правой частей 

равны, значит можно приравнять их числители: 
)1()2(45  xBxAx . 

Найдем неопределенные коэффициенты А и В. 

I способ: )1()2(45  xBxAx  

 BBxAAxx  245  

 BAxBAx  2)(45  
Приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях x : 

при 1x  имеем   BA 4 ; 

при 2x  имеем   BA 25 . 

6) Решаем систему уравнений и находим коэффициенты A  и B : 









BA

BA

25

4
  









1

3

B

A
. 

II способ: корни знаменателя 2,1 21  xx  по очереди подста-

вим в выражение )1()2(45  xBxAx : 

 )11()21()1(4511 BAx 339  AA ; 

 )12()22(24522 BAx 133  BB . 

Подставим найденные коэффициенты в числители простейших 

дробей: 
2

1

1

3

212

45
2 



















xxx

B

x

A

xx

x

 
Возвращаемся к интегралу: 

  




























21
3

2

1

1

3

2

45
2 x

dx

x

dx
dx

xx
dx

xx

x
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2ln1ln3  xxс . 

Пример 2. 



dx

xx

xxxx
24

234 1
. 

1) Подынтегральная дробь является неправильной, так как сте-

пень числителя (n=4) и степень знаменателя (k=4) равны. Выде-

ляем целую часть с помощью деления числителя на знаменатель 

«уголком»:
24

3

24

234 1
1

1

xx

xx

xx

xxxx









. 

2) Представим знаменатель в виде произведения: 

)1( 2224  xxxx  

3) 2x  - это линейный множитель кратности 2, значит ему соот-

ветствуют две простейшие дроби вида 
 max

A


, где 

21  mиm , то есть 
2x

B
и

x

A
. 

12 x  - это квадратный множитель, не имеющий действитель-

ных корней; ему соответствует простейшая дробь вида 

qpxx

NMx




2

, то есть 
12 



x

NMx
. 

Тогда остаток можно представить в виде суммы простейших 

дробей: 
1)1(

11
2222

3

24

3















x

NMx

x

B

x

A

xx

xx

xx

xx
. 

4) Приводим правую часть к общему знаменателю и сравниваем 

числители:  
)1(

)()1()1(

)1(

1
22

222

22

3










xx

xNMxxBxAx

xx

xx
 

5) Найдем неопределенные коэффициенты: 
2223 )()1()1(1 xNMxxBxAxxx   

В знаменателе есть один действительный корень 0x . Подста-

вим его в выражение: Bx  10  

Подставим 1B  в выражение и найдем оставшиеся неопреде-

ленные коэффициенты: 
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2223 )()1()1(1 xNMxxxAxxx   
2223 )()1()1(1 xNMxxAxxxx   

23323 NxMxAxAxxxx   
 

MAx  13
  0M  

Nx  12
  1N  

Ax  11
   1A  

Подставим найденные коэффициенты в числители простейших 

дробей: 
1

111

)1(

1
2222

3










xxxxx

xx
. 

Переходим к интегралу: 

  














dx

xxx
dx

xx

xxxx

1

111
1

1
2224

234

 

    


 carctgx
x

xx
x

dx

x

dx

x

dx
dx

1
ln

122
. 

5.2. Интегралы от функций, содержащих квадратный трех-

член 

 







dx

cbxax

BAx
dx

cbxax

BAx

22
;  

Для отыскания указанных интегралов необходимо выде-

лить полный квадрат из квадратного трехчлена, стоящего в 

знаменателе, и осуществить замену переменной. В результате 

получается табличный интеграл или приводящий к нему. 

Пример 1. 
 842 xx

dx
. 

Выделим полный квадрат в квадратном трехчлене 842  xx , 

используя формулу сокращенного умножения 
222 )(2 bababa   

 )222(8222284 222222 xxxxxx  
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4)2(4)422(82 222  xxx . 

Преобразуем подынтегральное выражение: 





 4)2(84 22 x

dx

xx

dx
. 

Используем свойство дифференциала )( kuddu  , (то есть ес-

ли к выражению под знаком дифференциала прибавить (вы-

честь) любое число, то значение дифференциала не изменится). 


















dxxddu

xu

x

xd

x

dx

xx

dx

)2(

2

4)2(

)2(

4)2(84 222
 

.
2

2

2

11

2 2222
c

x
arctgc

a

u
arctg

aau

du

u

du









   

Пример 2. 
 





.

369

53

2xx

dxx
 

Выделяем из квадратного трехчлена полный квадрат 

    31)112(3323369 222 xxxxxx  

     22
143413  xx . 

Переходим к интегралу и вводим новую переменную: 

   

 
 

 

















222 )1(4

53

3

1

)1(43

53

369

53

x

dxx

x

dxx

xx

dxx
 

 
















 dz
z

z
dz

z

z

dzdx

zx

xz

22 4

23

3

1

4

5)1(3

3

1
1

1

 

  











)4(
2

1

2)4(

4

2

3

1

4

3

3

1
2

2

22 zdzdz

zdzzd

z

dz

z

zdz
 



85 

 






 















a

u

ua

du

cu
u

du

z

dz

z

zd

arcsin

2

43

2

42

)4(

3

3

22

22

2







 22 )1(4
3

3

2
arcsin

3

2
42

32

3
xc

z
z  

.
2

1
arcsin

3

2
23

3

3

2

1
arcsin

3

2 2 c
x

xxc
x







  

Пример 3. 



.

32

1376
2

23

dx
xx

xxx
 

Вначале выделяем из подынтегральной неправильной дроби це-

лую часть делением числителя на знаменатель: 

22

23

32

1
12

32

1376

xx

x
x

xx

xxx









. 

Затем находим интеграл. 

 
    









xx

xx

dxx
dxxdxdx

xx

xxx 2

22

23

32

1
2

32

1376
 

   












xx

dx

xx

xdx
xx

xx

dx

xx

xdx

23)32(3232 2

2

22






































  xx

xx

dx

x

dx
xx 2

22

2

2

3

1

3

1

3

1
2

3

1

32
 






























 





c
ua

ua

aua

du

cu
u

du

x

dx

x

xd

ln
2

1

ln

9

1

3

13

1

32

)32(
3

1

22

2

 

















 xxc

x

x

xxx 22

3

1

3

1

3

1

3

1

ln

3

1
2

1

3

1
32ln

3

1
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c
x

x
xxxc

x

x
x 







32

3
ln

2

1
32ln

3

1

3

2
ln

2

1
32ln

3

1 2 . 

6. Интегрирование некоторых иррацио-
нальных функций 

Иррациональной функцией называется выражение, содер-

жащее переменную в дробной степени. 

В некоторых случаях интегралы от иррациональных функ-

ций удается рационализировать, то есть с помощью подходящей 

подстановки свести к интегралам от рациональных функций. 

Рассмотрим наиболее типичные случаи. 

I. Интеграл  ,,...),,( dxxxxR   (где R  – рациональная функ-

ция, ,...,
2

2

1

1

n

m

n

m
   – рациональные числа), сводится к инте-

гралу от рациональной функции, с помощью подстановки 

,ktx   где k  – общий знаменатель всех дробных показателей x . 

Например, если подынтегральная функция содержит 

4 33 4 ,, xxx , то есть 4

3

3

4

2

1

,, xxx , то общий знаменатель дроб-

ных показателей степеней 
4

3
,

3

4
,

2

1
 есть наименьшее общее 

кратное чисел 2, 3, 4, 12)4,3,2(  НОКk . 

Пример 1. 
 

dx
xxx

x






6 564

3 2
 

Подынтегральная функция содержит 6

5

6

1

4

1

3

1

,,, xxxx , значит 

12)6,6,4,3(  НОКk . 
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t
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ttt
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u

du

c
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1212 212 3
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x
xxx
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tx
ct  

.1ln12
1

ln2412641ln12 12

12

12
126412 cx

x

x
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Интегралы более общего вида 



88 

 

     



































 dx

dcx

bax

dcx

bax
xRdxbaxbaxxR ,...,,,,...,,




 

находятся (приводятся к рациональному виду) с помощью ана-

логичных подстановок: ktbax   или .kt
dcx

bax





 

Пример 2. 
 


 3434

2
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dxx . 
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1
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96
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Пример 3. dx
x

x

x


11
2

 

 















22

2

22

2

2

)1(

2
1

1
1)1(1

1

11

t

tdt
dx

t
xtxxtx

t
x

x

dx
x

x

x

 

 
 

c
x

x
ctdtt

t

tdt
tt 







 





 

3

32

22

22 1

3

2

3

2
2

1

2
1 . 

II. Следующие интегралы сводятся к интегралам от триго-

нометрических функций с помощью соответствующих подста-

новок:  

   dxxaxR 22,  – подстановкой ;sin tax   

   dxxaxR 22, – подстановкой ;atgtx   



89 

 

   dxaxxR 22, – подстановкой ;
sin t

a
x   

Пример 4. 
 

dx
x

x



6

324
. 

 












tttx

tdtdx
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dx
x

x

cos2sin12sin444
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sin2
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t
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t
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Пример 5. dx
x

xx






1

322

. 

Подынтегральное выражение содержит квадратный трехчлен, 

значит, выделяем полный квадрат: 2)1(32 22  xxx . 
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cossin

cos
2

22

2

 

 
2

ln2
cos

2

2
ln2

cos

)(cos
2

2

t
tg

t

t
tg

t

td
 

.
2

1

2

1
ln22)1(

2

1

21

cos

2
2)1(

2

2

c
x

arctgtgx

x
arctgt

tgtx

t
x








 









  

7. Интегрирование тригонометрических 
функций 

I. Интегралы вида   dxxxR cos,sin , где R  – рациональная 

функция. Интегралы указанного вида приводятся к интегралам 

от рациональных алгебраических функций с помощью универ-

сальной тригонометрической подстановки 
2

x
tgt  , так как при 

этом 

2

2

2

2

2
2 1

1

2
1

2
1

cos;
1

2

2
1

2
2

sin
t

t

x
tg

x
tg

x
t

t

x
tg

x
tg

x


















; 

21

2
;2

t

dt
dxarctgtx




. 

В частности, это относится к интегралам вида 


 cxbxa

dx

cossin
, где 0a  или 0b . 
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Пример 1. 
 xx

dx

cossin2
. 

Это интеграл вида 
 cxbxa

dx

cossin
, где 0с , значит можно 

применить универсальную тригонометрическую подстановку. 
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t

dt
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t

dt
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t
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22
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c

x
tg

x
tg







  

Однако универсальная подстановка часто приводит к 

сложным вычислениям. В некоторых случаях выражение 

 xxR cos,sin  можно привести к рациональному виду с помо-

щью других подстановок. 

1). Если  xxR cos,sin  - нечетная функция относительно 

xsin , то есть если    xxRxxR cos,sincos,sin  , то интеграл 

рационализируется подстановкой tx cos . 

2). Если  xxR cos,sin  - нечетная функция относительно 

xcos , то есть если    xxRxxR cos,sincos,sin  , то инте 



92 

 

грал рационализируется подстановкой tx sin . 

3). Если  xxR cos,sin  - четная функция относительно xsin  

и xcos , то есть если    xxRxxR cos,sincos,sin  , то инте-

грал рационализируется подстановкой ttgx   )( tctgx  . Тогда 

222
1

1
cos;

1
sin;

1
;

t
x

t

t
x

t

dt
dxarctgtx








 . В частности это 

относится к интегралам вида 
 dxcxxbxa

dx
22 coscossinsin

, где 

0a  или 0b , или 0c . 

Пример 2. 
 x

xdx

cos4

sin 3

. 

Это интеграл вида 
 cxbxa

dx

cossin
, где 0a , значит можно 

применить универсальную тригонометрическую подстановку. 
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dt
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42

3

2

2

2

3

2 1

1)1(4
:

)1(

16

1

1
4:

1

2

1

2

t

tt

t

dtt

t

t

t

dt

t

t

 

 


)35()1(

16
232

3

tt

dtt
. В результате получили интеграл от рацио-

нальной дроби, нахождение которого займет много времени. 

Поэтому целесообразно сделать другую подстановку. Для этого 

проверим, является ли подынтегральная функция четной или 

нечетной относительно xsin  или xcos . Подставим в функцию 

xsin вместо xsin : 

   xxR
x

x

x

x
xxR cos,sin

cos4

sin

cos4

)sin(
cos,sin

33








 , следо-

вательно функция нечетная относительно xsin , значит нужно 

сделать подстановку tx cos . 
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Пример 3. 
 xxxx

dx
22 cos3cossin2sin

. 

Подынтегральная функция является четной относительно xsin  

и xcos . Делаем подстановку tgxt  . 
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II. Интегралы вида  xdxx nm cossin , где m  и n  - целые 

числа. Рассмотрим следующие случаи: 

1). Один из показателей m  или n  - нечетное положительное 

число. 
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Пример 4. xdxx 54 sincos . 

Подынтегральное выражение содержит xsin  в нечетной степе-

ни. Необходимо эту степень записать в виде xxx sinsinsin 45  , 

то есть «отщепить» первую степень. Функцию в первой степе-

ни вносим под знак дифференциала: )(cossin xdxdx  . Функ-

цию, оставшуюся после «отщепления», расписываем с помощью 

тригонометрической единицы: 
224 )cos1(sin xx  . 

  )(cossincossinsincossincos 444454 xxdxxdxxxxdxx  

  xxxdxx 24224 cos21(cos)(cos)cos1(cos  

  )(cos)coscos2(cos)(cos)cos 8644 xdxxxxdx  

   )(coscos)(coscos2)(coscos 864 xxdxxdxxd  

c
x

x

x

x

x

x
c

n

u
duu

n
n 







9751 coscos2cos

1
. 

2). Оба показателя m  и n  - четные неотрицательные числа. 

Тогда следует преобразовать подынтегральную функцию с по-

мощью тригонометрических формул )2cos1(
2

1
sin 2 xx  , 

)2cos1(
2

1
cos2 xx  . 

Пример 5.  xdxx 2cos2sin 42 . 

В подынтегральном выражении обе функции находятся в чет-

ных степенях. Используем формулы понижения степени. 

 




 )4cos1(
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2sin
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  dxxxxdxx )4cos4cos21()4cos1(
8

1
)4cos1(
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1 22
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  dxxxxxx )4cos4cos24cos4cos4cos21(
8

1 322

  dxxdxdxxxx 4cos
8

1

8

1
)4cos4cos4cos1(

8

1 32  

  xxxdxdxx 4sin
4

1

8

1

8

1
4cos

8

1
4cos

8

1 32  

  xxxdxxdxx 4sin
4

1

8

1

8

1
4cos4cos
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1

8

1 2  
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1 2  
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1 2
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96

4sin 33

. 

III. Интегралы вида 
xx

dx
nm cossin

, где m  и n  - целые чис-

ла. Здесь следует расписать тригонометрическую единицу в 

числителе дроби. 

Пример 6. 
xx

dx

cossin 3
. 
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Пример 7. 
xx

dx
43 cossin

. 
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IV. Интегралы вида  bxdxaxcossin ,  bxdxaxcoscos , 

 bxdxaxsinsin  находятся с помощью тригонометрических фор-

мул:  )sin()sin(
2

1
cossin bxaxbxaxbxax  ; 

 )cos()cos(
2

1
coscos bxaxbxaxbxax  ; 
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 )cos()cos(
2

1
sinsin bxaxbxaxbxax  . 

Пример 8.  xdxxx 5cos3sin2sin . 

    xdxxxxxxdxxx 5cos)32cos()32cos(
2

1
5cos3sin2sin  

      dxxxxdxxxx 5cos5coscos
2

1
5cos5cos)cos(

2

1 2  

  )5(cos(
2

1

2

1
5cos

2

1
5coscos

2

1 2 xxxdxxdxx  

  xdxdxxdxxx 6cos
4

1
)10cos1(
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1

2

1
))5cos(  

  xxxdxdxdxx 4sin
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1
6sin

6
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1
 

cxxxxcxx  10sin
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4

1
4sin

16

1
6sin

24

1
10sin

10

1

4

1

4

1
. 

V. Интегралы вида  xdxtg n ,  xdxctg n  находятся с помо-

щью формул 1
cos

1
2

2 
x

xtg , 1
sin

1
2

2 
x

xctg , позволяющих 

понизить степень тангенса или котангенса. 

Пример 9.  xdxtg 3 . 
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Пример 10. 
x

dxctgxctgx
4sin

. 
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ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 
 

1. Понятие об определенном интеграле. 

2. Геометрический смысл определенного интеграла. 

3. Основные свойства определенного интеграла. 

4. Формула Ньютона-Лейбница. 

5. Методы вычисления определенных интегралов. 

6. Вычисление площадей фигур. 

7. Вычисление объемов тел вращения. 

 

1. Понятие об определенном интеграле. 
Определенным интегралом от непрерывной на отрезке (a,b) 

функции f(x) в пределах от a до b называется предел ее инте-

гральной суммы, когда длина максимального из элементарных 

отрезков, на которые разбит отрезок (a,b), стремится к нулю. 

 
Числа a и b называются пределами интегрирования, соответ-

ственно – нижним и верхним, (a,b) – промежуткам интегрирова-

ния, а f(x) – подынтегральной функцией. 

 

2. Геометрический смысл определенного интеграла. 
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Определенный интеграл от непрерывной неотрицательной 

функции f(x) при a ≤b  равен площади соответствующей криво-

линейной трапеции, т.е. . 

 

3. Основные свойства определенного интеграла. 

1. - число. 

2. Определенный интеграл с одинаковыми пределами интегри-

рования равен нулю, т.е.   

3. Величина определенного интеграла не зависит от обозначения 

переменной интегрирования, т.е.  

4. При перестановке пределов интегрирования определенный 

интеграл меняет свой знак.  

5. Постоянный множитель можно вынести за знак определенно-

го интеграла.   

6. Определенный интеграл от алгебраической суммы конечного 

числа непрерывных функций равен такой же алгебраической 

сумме определенных интегралов от этих функций. 

 
7. Если отрезок интегрирования разбит на части, то определен-

ный интеграл по всему отрезку равен сумме определенных инте-
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гралов по его частям, т.е. если , 

то  

8. Определенный интеграл от непрерывной функции равен про-

изведению длины промежутка интегрирования на значение 

подынтегральной функции при некотором промежуточном зна-

чении аргумента (теорема о среднем). ; 

a<c<b 

9. Определенный интеграл постоянной величины равен произ-

ведению этой постоянной на длину промежутка интегрирова-

ния: 

 
Следствие. Если подынтегральная функция равна нулю, то 

определенный интеграл также равен нулю. . 

 

4.  Формула Ньютона-Лейбница. 
Пусть f(x) – функция, непрерывная на данном отрезке (a, b), и 

F(x) – некоторая ее первообразная, 

т.е. при . 

Определение. Под определенным интегралом 

 
от данной непрерывной функции f(x) на данном отрезке (a,b) 

понимается соответствующее приращение ее первообразной, т.е. 

– это формула Ньютона-Лейбница. 
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Введя обозначения для разности: , 

где вертикальная черта носит название вставки, формулу Нью-

тона -Лейбница запишем в виде:  

 

 

5. Методы вычисления определенных интегралов. 
а) Формула интегрирования по частям для вычисления опреде-

ленного интеграла имеет вид:  

б) Пусть дан определенный интеграл  и для его вычис-

ления нужно ввести новую переменную t, связанную с перемен-

ной x соотношением  где . При изменении t от 

α до β переменная x меняется от a до b, т.е. .  Тогда 

справедлива формула: . 

Это формула перехода к новой переменной под знаком опреде-

ленного интеграла. 

Замечание.  При вычислении определенного интеграла с помо-

щью замены переменной нет необходимости возвращаться к 

прежней переменной. 
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Пример.  Вычислить определенный инте-

грал

 
 

 

6.  Вычисление площадей фигур. 
 

1. Определенный интеграл от непрерывной неотрицательной 

функции f(x) при a ≤ b равен площади соответствующей криво-

линейной трапеции, т.е.   или - площадь 

криволинейной трапеции прилежащей к оси OX; 

, где –  площадь криволинейной трапеции, 

прилежащей к оси OY. 

2.  Если , а  на (a,b), то площадь плоской 

фигуры, заключенной между ними рав-

на: . 
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7. Вычисление объемов тел вращения. 
 

Объем тела вращения криволинейной трапеции, ограниченной 

линиями y = f(x), y= 0, x=a, x=b, вокруг оси Ох: 

а объем тела вращения криволинейной трапеции, 

ограниченной линиями x= (y), x=0, y=c, y=d, вокруг оси Оу: 

Пример:Вычислить объем тела, полученного от вращения фи-

гуры, ограниченной линиями у =х , у = 0, х= 1, х = 4, вокруг оси 

Ох. 

 

№ 6 Вычислить площадь фигуры, ограниченной кривой 

 и осью OX. Ответ:S=36 кв.ед. 

№ 7 Вычислить площадь фигуры, заключенной между линиями, 

заданными уравнениями  и . 

Ответ: кв.ед. 

 

№ 8 Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: y=x
3
, 

y=8, x=0.  Ответ: 12 

  
 


